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Resumen
En este proyecto de fin de carrera se estudia el comportamiento meca´nico de materia-
les en condiciones dina´micas. Los efectos termoviscopla´sticos y de presencia de dan˜o en el
material bajo estudio se caracterizan mediante el modelo de Gurson y la ley de endureci-
miento de Johnson Cook, siendo el modelo de Gurson el objeto principal de estudio de este
proyecto.
La mayor carga a nivel te´cnico la ha llevado la implementacio´n de la subrutina que ca-
racteriza el comportamiento del material. El algoritmo implementado en la subrutina tiene
un enfoque muy ingenieril. Se ha buscado ante todo la eficiencia del algoritmo mediante el
uso de me´todos semi-impl´ıcitos. La subrutina ha sido implementada en FORTRAN.
La configuracio´n elegida para llevar a cabo las simulaciones es el ensayo de expansio´n
de anillos, ya que reu´ne las condiciones dina´micas buscadas. El co´digo de elementos finitos
comercial utilizado es ABAQUS/Explicit.
Se presentan cuatro cap´ıtulos de contenido teo´rico, adema´s, un cap´ıtulo con el contenido
te´cnico de las simulaciones llevadas a cabo y, finalmente, un cap´ıtulo con conclusiones.
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Acro´nimos
Los acro´nimos y abreviaturas usados a lo largo de este proyecto de fin de carrera se
muestran a continuacio´n, en la tabla 1.
xiv Acro´nimos
Tabla 1: Acro´nimos
S´ımbolo Significado
p Deformacio´n pla´stica equivalente.
˙p Velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente.
∆p Componente hidrosta´tica del incremento de deformacio´n pla´stica.
∆q Componente desviadora del incremento de deforamcio´n pla´stica.
θ Temperatura.
θm Temperatura de fusio´n.
T Triaxialidad.
ρ Densidad.
f Fraccio´n de microvac´ıos.
f∗ Fraccio´n de microvac´ıos modificada.
Φ Funcio´n de plastificacio´n.
σ L´ımite ela´stico del material.
p Presio´n.
q Tensio´n equivalente de Von Mises.
σm Tensio´n hidrosta´tica (σm = −p).
Ii Invariante i del tensor de tensiones (i = 1, 2, 3).
Ji Invariante i del tensor desviador de tensiones (i = 1, 2, 3).
ξ Primera coordenada del espacio de Haigh-Westergaard.
ρ Segunda coordenada del espadio de Haigh-Westergaard.
Θ Tercera coordenada del espacio de Haigh-Westergaard.
σdir Componentes del tensor de tensiones (dir = xx, yy, zz, xy, xz, yz).
σi Tensiones principales (i = 1, 2, 3).
τ Tensio´n de cortadura.
C Factor de cohesio´n.
φ
A´ngulo de friccio´n interna.
α, k Constantes nume´ricas.
Ai Constante de ajuste i (i = 0, 1, 2).
V Velocidad.
Ri Radio interno.
σY L´ımite ela´stico.
Y Deformacio´n correspondiente al inicio de la plastificacio´n.
σ0,2 Tensio´n que da lugar al inicio de la plastificacio´n segu´n el criterio de plastifi-
cacio´n del 0.2%.
0,2 Deformacio´n correspondiente al inicio de la plastificacio´n segu´n el criterio de
plastificacio´n del 0.2%.
ploc Deformacio´n pla´stica equivalente localizada.
phom Deformacio´n pla´stica equivalente homoge´nea.
tol Tolerancia.
xv
Adema´s, la tabla 2 muestra complementos que, an˜adidos a los s´ımbolos mostrados en
la tabla 1 completan su significado. No´tese que (·) representa cualquier variable.
Tabla 2: Notacio´n complementaria
Notacio´n Significado
(·)trial Predictor ela´stico de la variable en el instante de tiempo t+∆t
(·)e Componente ela´stica de la variable.
(·)p Componente pla´stica de la variable.
(·)θ Componente te´rmica de la variable.
(·)t Valor de la variable en el instante de tiempo t.
(·)t+∆t Valor de la variable en el instante de tiempo t+∆t.
(·)0 Valor inicial o de referencia de la variable.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1. Motivacio´n
En la actualidad, la industria utiliza la simulacio´n como una potente herramienta con
la que se reduce el nu´mero de ensayos. La consecuencia de esta reduccio´n es un ahorro de
tiempo y dinero en campan˜as experimentales, ya que e´stas son extensas y muy costosas.
Por otro lado, en una gran cantidad de procedimientos de ingenier´ıa tienen lugar pro-
cesos de deformacio´n y fractura du´ctil en condiciones dina´micas.
El resultado de estos dos hechos motiva el gran esfuerzo que se ha dedicado en las
u´ltimas de´cadas al desarrollo de modelos que caractericen el comportamiento meca´nico de
los materiales ante tales eventos.
Uno de los modelos micromeca´nicos que caracterizan la deformacio´n y fractura du´ctil
ma´s conocidos es el modelo de Gurson. Este modelo incluye en sus ecuaciones constitutivas
la fraccio´n de microvac´ıos como el dan˜o presente en el material, ya que en metales poli-
cristalinos la deformacio´n y fractura du´ctil esta´ controlada por la nucleacio´n, crecimiento
y coalescencia de microvac´ıos (ver figura 1.1) [1].
2 Introduccio´n
Figura 1.1: Proceso de crecimiento y coalescencia de microvac´ıos [2]
1.2. Objetivos
Los objetivos de este proyecto de fin de carrera son:
Desarrollo de una subrutina en FORTRAN para implementar el modelo de Gurson
en el programa de elementos finitos comercial ABAQUS/Explicit.
Ana´lisis de la influencia de la porosidad inicial en los resultados del ensayo de expan-
sio´n de anillos y en las propiedades meca´nicas de los materiales.
1.3. Contenido
El cap´ıtulo 2, plasticidad, muestra conceptos ba´sicos sobre la teor´ıa de la plasticidad,
el espacio de tensiones principales y algunos criterios de plastificacio´n.
En el cap´ıtulo 3 se explica como incluir el dan˜o en un modelo constitutivo. Al final de
este cap´ıtulo hay un apartado dedicado al dan˜o presente en metales du´ctiles en forma de
microvac´ıos.
Contenido 3
Los cap´ıtulos 2 y 3 son una preparacio´n para el 4, en el que se describe el modelo de
Gurson. Adema´s se explica el algoritmo implementado para la resolucio´n de las ecuaciones
constitutivas y un aspecto notable de este modelo, la influencia de la triaxialidad.
En el cap´ıtulo 5 se estudian aspectos comunes de los ensayos que se desarrollan a alta
velocidad. El final del cap´ıtulo se centra en el ensayo de expansio´n de anillos, ya que las
simulaciones llevadas a cabo en este proyecto de fin de carrera representan este ensayo.
En el cap´ıtulo 6 se encuentra la descripcio´n del modelo de elementos finitos desarrollado
para el ana´lisis, los casos analizados y sus resultados.
Finalmente, en el apartado 7 se exponen las conclusiones y los trabajos futuros sugeridos
por el autor.
4 Introduccio´n
Cap´ıtulo 2
Plasticidad
En este proyecto de fin de carrera se estudia el modelo de Gurson, el cual caracteriza
el comportamiento de metales du´ctiles en re´gimen tanto ela´stico como pla´stico. Por ello,
antes de comenzar a hablar del modelo de Gurson, hay que tener unas nociones ba´sicas
sobre plasticidad. En este cap´ıtulo se introduce la plasticidad, haciendo especial hincapie´ en
que´ es un criterio de plastificacio´n.
2.1. La teor´ıa de la plasticidad
A lo largo de la vida de un componente aparecen en e´l una serie de deformaciones como
resultado de la aplicacio´n de distintos estados de carga. En ciertos casos estas deformacio-
nes sera´n de tipo ela´stico, es decir, el componente recuperara´ su forma original una vez
desaparezca el estado de carga que daba lugar a la deformacio´n. En cambio, existen estados
de carga bajo los cuales pueden aparecer deformaciones permanentes como resultado de un
cambio dra´stico en la microestructura del material del cual el componente esta´ formado.
Dentro de estos cambios dra´sticos se incluyen:
Movimiento de dislocaciones
Crecimiento y coalescencia de microdefectos
Desenredo de cadenas polime´ricas.
6 Plasticidad
A diferencia de las deformaciones ela´sticas, las deformaciones permanentes llevan consigo
cambios notables en el material. Estos cambios tienen lugar a nivel molecular o cristalino
y dan lugar a la modificacio´n de ciertas propiedades del material con respecto a su estado
inicial (antes de ser deformado de forma permanente). La meca´nica de so´lidos, mediante
la teor´ıa de la plasticidad, predice los estados de tensio´n-deformacio´n bajo los cuales estos
cambios tienen lugar [3]. Para ello hay dos aspectos clave que hay que definir:
Cua´ndo se produce el paso de re´gimen ela´stico a pla´stico.
Co´mo evoluciona la tensio´n y la deformacio´n en re´gimen pla´stico.
La teor´ıa de la plasticidad proporciona criterios para determinar el inicio de la plas-
tificacio´n, as´ı como modelos que describen la evolucio´n de los incrementos de tensio´n y
deformacio´n durante la etapa de flujo pla´stico. Con objeto de determinar bajo que´ estados
de tension y deformacio´n tiene lugar la plastificacio´n de un material, hay que identificar las
condiciones espec´ıficas bajo las cuales el material queda deformado de forma permanente
e inela´stica, es decir, definir un criterio de plastificacio´n. Aqu´ı aparece el primer problema:
para la mayor´ıa de los metales no hay un umbral fijo que determine el paso de comporta-
miento puramente ela´stico a pla´stico, de hecho, los llamados criterios de plastificacio´n son
convenios para predecir el inicio de este feno´meno. Un ejemplo es considerar el comienzo del
flujo pla´stico como cualquier estado tensional que de lugar a una deformacio´n permanente
de 0.2%, conocido como criterio del 0.2% [3]. La figura 2.1 muestra el concepto del criterio
de plastificacio´n del 0.2%.
σ0.2
te
n
si
o´n
0.002 0.2
deformacio´n
Figura 2.1: Criterio de plastificacio´n del 0.2%
Un criterio de plastificacio´n puede parecer un concepto simple, pero puede alcanzar
un alto grado de complejidad cuando se trabaja con materiales ela´sticos no lineales, como
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pol´ımeros, o cuando materiales de naturaleza viscoela´stica se someten a ensayos dina´micos
con presencia de efectos inerciales y de propagacio´n de ondas [3].
Como se comenta al inicio del cap´ıtulo, la plasticidad estudia no so´lo el inicio de la
plastificacio´n, sino el flujo de material durante el re´gimen pla´stico. Una caracter´ıstica muy
comu´n en metales es el endurecimiento por deformacio´n1, que presenta una diferencia en la
evolucio´n de la tensio´n-deformacio´n frente aun material perfectamente pla´stico 2. La figura
2.2 muestra este concepto. [3]
σY
te
n
si
o´n
Y
deformacio´n
endurecimiento
perfectamente pla´stico
Figura 2.2: Comportamiento pla´stico con y sin endurecimiento por deformacio´n
2.1.1. Condicio´n de consistencia
La condicio´n de consistencia o condicio´n de Kuhn-Tucker establece que una carga pla´sti-
ca siempre tiene lugar sobre la superficie de plastificacio´n. A continuacio´n se expone for-
malmente la condicio´n de consistencia:
Los valores de la derivada temporal del multiplicador pla´stico, y la funcio´n de plastifi-
cacio´n esta´n acotados segu´n se muestra en la ecuacio´n 2.1
λ˙ ≥ 0 Φ ≤ 0 λ˙Φ = 0 (2.1)
1Un material que muestra endurecimiento por deformacio´n es aque´l que, una vez se encuentra en re´gimen
pla´stico, aumenta la tensio´n que se opone a las cargas aplicadas a medida que aumenta su deformacio´n
2Un material perfectamente pla´stico es aque´l que, mientras que cumpla el criterio que establece que se
encuentra en re´gimen pla´stico, no var´ıa la tensio´n que se opone a las cargas aplicadas
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Ante descarga o carga ela´stica, se cumple la ecuacio´n 2.2
λ˙ = 0 (2.2)
Y el estado de tensiones se encuentra bajo la superficie de fluencia (Φ < 0).
Para el caso de carga pla´stica el estado de tensiones esta´ sobre la superficie de fluencia
(Φ = 0). En este caso se cumple la ecuacio´n 2.3.
λ˙ > 0 (2.3)
La expresio´n Φ = 0 se conoce como condicio´n de consistencia.
2.2. El espacio de tensiones principales. Planos y superficies
Los modelos de materiales empleados en la meca´nica de so´lidos son de aplicacio´n tri-
dimensional, por lo que los criterios de plastificacio´n formulados a partir de su estado
tensional pertenecen a un espacio de seis dimensiones en el que cada una de estas dimen-
siones es una componente independiente del tensor de tensiones. Es una labor esencial de
un ingeniero mostrar conceptos de forma clara e intuitiva, por lo que, gracias a que los ma-
teriales bajo estudio son iso´tropos, se va a reducir este espacio de seis a tres dimensiones.
Al realizar esta simplificacio´n, se presenta un espacio de tres dimensiones y la posibilidad
de representarlas en ejes cartesianos. Ahora, en vez de las componentes del tensor de ten-
siones, las dimensiones son las tensiones principales. A este espacio se le denomina espacio
de tensiones principales. Esta representacio´n geome´trica en ejes cartesianos fue sugerida
por Haigh y Westergaard [3], razo´n por la cual tambie´n se le denomina espacio de Haigh-
Westergaard y existe un sistema de coordenadas (con interpretacio´n directa en la meca´nica
de so´lidos) llamado sistema de coordenadas de Haigh-Westergaard.La figura 2.3 muestra
el espacio de tensiones principales y las coordenadas de Haigh-Westergaard (ξ,ρ y θ).
El espacio de tensiones principales. Planos y superficies 9
(a) Espacio de tensiones principales (b) Plano desviador
Figura 2.3: Espacio de tensiones principales y coordenadas de Haigh-Westergaard
Los pasos a seguir para trabajar con el espacio de tensiones principales son los siguientes:
1. A partir del estado tensional de un punto material se obtienen sus tensiones princi-
pales.
2. A partir de las tensiones principales se representa su estado tensional como un punto
en el espacio de tensiones principales.
3. Se identifica de forma gra´fica las principales caracter´ısticas de dicho estado tensional.
Para facilitar esta identificacio´n, se procede a definir los principales elementos del es-
pacio de tensiones principales y su interpretacio´n desde el punto de vista de la meca´nica
de so´lidos.
2.2.1. Eje hidrosta´tico
En el eje hidrosta´tico se encuentran los puntos cuyo estado de carga da lugar u´nicamente
a tensio´n hidrosta´tica. Su representacio´n en el estado de tensiones principales es la recta
definida por la ecuacio´n 2.4 [3].
σ1 = σ2 = σ3 =
1
3
I1 (2.4)
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Donde σ1, σ2 y σ3 son las tensiones principales e I1 es el primer invariante del tensor
de tensiones.
2.2.2. Planos octae´dricos
Los planos octae´dricos son aquellos planos perpendiculares a cualquiera de las cuatro
diagonales del espacio de tensiones principales. Hay ocho familias de planos octae´dricos que
responden a las ecuaciones que se pueden obtener de las distintas combinaciones posibles
de la ecuacio´n 2.5 [3].
±σ1 ± σ2 ± σ3 = ξ
√
3 (2.5)
Do´nde ξ es la primera coordenada Haigh-Westergaard definida como la distancia del
plano octae´drico considerado al centro del espacio de tensiones principales (ver figura 2.3).
Los planos octae´dricos normales al eje hidrosta´tico esta´n definidos por la ecuacio´n 2.6 y se
denominan planos desviadores [3].
+σ1 + σ2 + σ3 = ξ
√
3 (2.6)
El plano desviador definido por ξ = 0 se denomina plano pi .
2.2.3. Planos meridionales
Los planos meridonales son planos perpendiculares a los planos desviadores y que con-
tienen al eje hidrosta´tico. Por su definicio´n, en los planos meridionales la tercera coorde-
nada de Haigh-Westergaard, θ , es constante (ver figura 2.3). La interseccio´n de un plano
meridional con la superficie de plastificacio´n da lugar a un meridiano. Se puede obtener
informacio´n muy valiosa de los meridianos, especialmente si son los meridianos definidos
por θ = 0◦, θ = 30◦ y θ = 60◦, ya que en estos meridianos se cumple lo siguiente:
Los meridianos obtenidos a partir del plano meridional θ = 0◦ representan un estado
de tensio´n hidrosta´tica al que se le superpone uno de traccio´n uniaxial.
Los meridianos obtenidos a partir del plano meridional θ = 30◦ representan un estado
de tensio´n hidrosta´tica ma´s un estado de cortante puro.
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Los meridianos obtenidos a partir del plano meridional θ = 60◦ representan un estado
de tensio´n hidrosta´tica ma´s un estado de compresio´n uniaxial.
Figura 2.4: Espacio de tensiones principales. Planos meridionales
2.3. Criterios de plastificacio´n
En este apartado, se recogen algunas herramientas matema´ticas para establecer un
criterio de plastificacio´n. Para ello, la funcio´n de plastificacio´n se empleara´ como indicador
del comienzo y evolucio´n de la plastificacio´n. La funcio´n de plastificacio´n es una funcio´n que
define si el material se encuentra en re´gimen ela´stico o pla´stico. Para cumplir la condicio´n
de consistencia (ver apartado 2.1.1) su valor es menor que cero cuando el punto material se
encuentra en re´gimen ela´stico e igual a cero en re´gimen pla´stico. Una vez se haya entrado
en re´gimen pla´stico, los estados de tensio´n y deformacio´n estara´n gobernados por las leyes
de flujo pla´stico [3].
2.3.1. La funcio´n de plastificacio´n
La superficie de plastificacio´n es el lugar geome´trico de los puntos correspondientes a
estados tensionales que dan lugar a re´gimen pla´stico, es decir, que verifican que el valor de
la funcio´n de plastificacio´n es cero.
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Al igual que al estudiar el espacio de tensiones principales, si se aborda el ana´lisis de la
superficie de plastificacio´n de forma general, se tiene una hipersuperficie de plastificacio´n en
un espacio de seis dimensiones, que corresponder´ıa con todos los posibles estados tensionales
en los que la plastificacio´n tiene lugar. As´ı, por definicio´n, la funcio´n de plastificacio´n Φ (σij)
es igual a cero en los puntos contenidos en la superficie de plastificacio´n (ecuacio´n 2.7) y
menor que cero en los puntos correspondientes a estados de tensio´n del dominio ela´stico
(ecuacio´n 2.8) [3].
Φ (σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz) = 0 (2.7)
Φ (σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz) < 0 (2.8)
En el caso de materiales iso´tropos, la hipersuperficie de plastificacio´n pasa a ser una
superficie definida en el espacio de tensiones principales (ecuacio´n 2.9)[3].
Φ (σ1, σ2, σ3) = 0 (2.9)
En e´ste caso, tambie´n se puede formular la superficie de plastificacio´n en funcio´n de los
tres invariantes del tensor de tensiones (ecuacio´n 2.10).
Φ (I1, I2, I3) = 0 (2.10)
Donde I1, I2 e I3 son los invariantes del tensor de tensiones, que se definen a partir de
sus componentes como se muestra en el anexo A, en las ecuaciones A.2, A.3 y A.4 [3].
A continuacio´n se muestran algunos criterios de plastificacio´n. Se ha optado por cla-
sificar los criterios atendiendo a su dependencia con la tensio´n hidrosta´tica, ya que es un
aspecto clave en el modelo de Gurson.
2.3.2. Criterios de plastificacio´n independientes de la tensio´n hidrosta´ti-
ca
En la investigacio´n sobre plasticidad en metales, Hill [4] llevo´ a cabo experimentos que
mostraban que la tensio´n hidrosta´tica no influ´ıa en la plastificacio´n incluso en magnitudes
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de presio´n del orden de kilobares. Esta no influencia de la presio´n en el re´gimen pla´stico
da lugar a una formulacio´n ma´s reducida para el criterio de plastificacio´n que la mostrada
al final del apartado anterior (Φ (I1, I2, I3) = 0) , suprimiendo la dependencia del criterio
con la tensio´n hidrosta´tica. Teniendo en cuenta este feno´meno se puede definir una funcio´n
de plastificacio´n en funcio´n de los invariantes del tensor desviador de tensiones. No´tese
que el primer invariante del tensor desviador de tensiones es nulo, por lo que la funcio´n de
plastificacio´n pasa de una dependencia con tres variables a una dependencia con dos (ver
ecuacio´n 2.11)[3].
Φ (J2, J3) = 0 (2.11)
Hay dos criterios de plastificacio´n que fueron formulados a los comienzos de la teor´ıa
de la plasticidad, el criterio de Von Mises [5] y el de Tresca [6]. Han pasado muchos an˜os
desde su formulacio´n, durante los cuales han aparecido nuevos y ma´s complejos criterios de
plastificacio´n, pero cabe notar que estos criterios siguen emplea´ndose de manera habitual
en la industria [3]. El criterio de Von Mises asume, no so´lo la no influencia de la tensio´n
hidrosta´tica, si no adema´s, la no influencia del tercer invariante del tensor desviador de
tensiones, es decir, depende exclusivamente del segundo invariante del tensor desviador
de tensiones, J2. Por ello, cuando se utiliza el criterio de Von Mises como criterio de
plastificacio´n es frecuente hablar de plasticidad J2 (ecuacio´n 2.12)[3].
Φ (J2) = 0 (2.12)
El segundo invariante del tensor desviador de tensiones es tambie´n conocido como la
tensio´n equivalente de Von Mises (ver Anexo A, ecuacio´n A.12). Este criterio establece que
la plastificacio´n tiene lugar cuando la tensio´n equivalente de Von Mises alcanza el l´ımite
ela´stico (ecuacio´n 2.13).
J2 = q = σY (2.13)
Gracias a la relacio´n entre las coordenadas de Haigh-Westergaard y los invariantes del
tensor de tensiones y del tensor desviador de tensiones, se puede interpretar la ecuacio´n
2.13. En el espacio de tensiones principales la superficie de plastificacio´n correspondiente al
criterio de de Von Mises es un cilindro cuyo eje es el eje hidrosta´tico o diagonal del primer
cuadrante. Su interseccio´n con cualquier plano desviador da lugar a un c´ırculo de radio
constante [3].
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El otro famoso criterio de plastificacio´n es el de Tresca, propuesto en 1864 para ma-
teriales granulares. Como se puede ver en la ecuacio´n 2.14, el criterio de Tresca presenta
dependencia, no so´lo con el segundo, si no tambie´n con el tercer invariante del tensor
desviador de tensiones.
Φ (J2, J3) = 0 (2.14)
En cuanto a sus caracter´ısticas, hay que resaltar que es un criterio de tensio´n de corta-
dura ma´xima, ya que define el inicio de la plastificacio´n como el estado tensional en el que
la cortadura ma´xima alcanza un valor determinado o constante k (ecuacio´n 2.15).
τmax = k (2.15)
La superficie de plastificacio´n correspondiente al criterio de Tresca es un cilindro hexa-
gonal cuyo eje es el eje hidrosta´tico. Las intersecciones entre la superficie de plastificacio´n
de Tresca y los planos desviadores son hexa´gonos.
La representacio´n de ambas superficies en el espacio de tensiones principales se muestra
en la figura 2.5.
Figura 2.5: Superficies de plastificacio´n de Von Mises y de Tresca en el espacio de tensiones
principales
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Para una mejor comprensio´n de la figura 2.5 se muestra la figura 2.6. Esta u´ltima figura
es una vista normal al plano desviador.
Figura 2.6: Vista normal al eje hidrosta´tico de las superficies de plastificacio´n de Von Mises
(morado) y de Tresca (rosa)
2.3.3. Criterios de plastificacio´n dependientes de la tensio´n hidrosta´tica
A medida que avanzo´ la investigacio´n en metales, se hizo necesario considerar la pre-
sencia de porosidad en el material, lo que dio´ lugar al estudio de la influencia de la tensio´n
hidrosta´tica en el comportamiento pla´stico de los mismos. Adema´s, hay materiales como
el hormigo´n u otra clase de materiales geolo´gicos para los cuales el criterio de plastifiacio´n
debe incluir la influencia de la tensio´n hidrosta´tica.
Una manera de incluir la dependencia del criterio de plastificacio´n con la tensio´n hi-
drosta´tica es la combinacio´n de uno de los dos criterios de plastificacio´n citados previamente
(Von Mises o Tresca) junto con el criterio de Rankine, en el que se considera el inicio de
la plastificacio´n cuando la tensio´n principal mayor alcanza un valor constante (σ0). La
superficie de plastificacio´n de este criterio esta´ formada por tres planos perpendiculares a
cada eje de tensio´n principal, como se muestra en la ecuacio´n 2.16.
σ1 = σ0, σ2 = σ0, σ3 = σ0 (2.16)
Por otro lado, la modificacio´n del criterio de Tresca da lugar al criterio de Mohr-
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Coulomb. La parte comu´n entre el criterio de Tresca y el de Mohr-Coulomb es que el factor
decisivo para la plastificacio´n es la tensio´n de cortadura ma´xima. La diferencia entre los
dos criterios es que, como se puede ver en la ecuacio´n 2.17, en el criterio de Mohr-Coulomb
se tiene en cuenta la tensio´n hidrosta´tica.
τmax = C −
I1
3
tanφ (2.17)
Do´nde φ representa el a´ngulo de friccio´n interna y C el factor de cohesio´n. Los meri-
dianos son la representacio´n ma´s u´til para ver la influencia de la presio´n en el criterio de
plastifiacio´n
La extensio´n del criterio de Von Mises da lugar al criterio de Drucker-Prager, en el
que, a diferencia del de Von Mises, se incluye la influencia de la tensio´n hidrosta´tica y
adema´s, contempla la diferencia entre estados tensionales de traccio´n o compresio´n [3]. La
formulacio´n de este criterio se muestra en la ecuacio´n 2.18.
αξ
√
3 +
ρ
√
3
3
− k = 0 (2.18)
En la ecuacio´n 2.18, α y k son constantes. Esta modificacio´n da lugar a que la superficie
de plastificacio´n pase de ser un cilindro (Von Mises) a ser un cono. La relacio´n entre los
para´metros de la superficie de Drucker-Prager y Mohr-Coulomb viene determinada por las
ecuaciones 2.19 y 2.20
α =
2 sinφ√
3 (3± sinφ) (2.19)
k =
6C cosφ√
3 (3± sinφ) (2.20)
En do´nde el signo menos representa la superficie de plastificacio´n de Drucker-Prager
circunscrita en la de Mohr-Coulomb y el signo ma´s la inscrita. La figura 2.7 muestra las
superficies de plastificacio´n de Mohr-Coulomb (rojo), de Drucker Prager coincidente con
las aristas exteriores (verde oscuro) y con las aristas interiores (verde claro). Se muestran
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en esta figura los planos meridionales correspondientes a traccio´n pura ma´s tensio´n hi-
drosta´tica (θ = 0◦), cortadura pura ma´s tensio´n hidrosta´tica ( θ = 30◦ ) y compresio´n pura
ma´s tensio´n hidrosta´tica ( θ = 60◦).
Figura 2.7: Superficies de plastificacio´n de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager coincidente con
las aristas exteriores y con las aristas interiores representadas en el espacio de tensiones
principales
Para una mejor visualizacio´n de este concepto se muestra una vista normal al eje
hidrosta´tico en la figura 2.8, es decir, de uno de los planos desviadores. En esta vista
se observa como en los puntos del plano desviador correspondientes a traccio´n pura la
superficie de Mohr-Coulomb (rojo) coincide con la superficie de Drucker-Prager circunscrita
(verde oscuro) y en los puntos de compresio´n pura coincide con la de Drucker-Prager inscrita
(verde claro).
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Figura 2.8: Vista de la superficies de plastificacio´n de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager
coincidente con los outer apexes y con los inner apexes normal al eje hidrosta´tico
A parte de los criterios de plastificacio´n descritos anteriormente, existen criterios cuya
dependencia con la tensio´n hidrosta´tica es cuadra´tica. Un ejemplo es el que se define a
partir de la ecuacio´n 2.21.
J22 +A0 +A1I1 −A2I21 = 0 (2.21)
En la ecuacio´n 2.21 A0, A1 y A2 son constantes.
Cap´ıtulo 3
Meca´nica del dan˜o
En el cap´ıtulo 2 se revisan conceptos ba´sicos sobre plasticidad que son necesarios para
entender el modelo de Gurson. Otra caracter´ıstica importante del modelo de Gurson es que
es un modelo de dan˜o, por lo que en este cap´ıtulo se explica brevemente en que consiste la
meca´nica del dan˜o.
3.1. Campo de aplicacio´n de la meca´nica del dan˜o
El modelo de Gurson se basa en la meca´nica del dan˜o, por lo que, a continuacio´n se
acota la aplicabilidad de la meca´nica del dan˜o y se razona por que´ es la teor´ıa ma´s apropiada
para los estudios realizados en este proyecto de fin de carrera.
El dan˜o es el deterioro irreversible de cualquier material que puede producir el fallo de un
componente estructural. El objeto de la meca´nica del dan˜o es entender el comportamiento
de un material con presencia de dan˜o. Dentro de dan˜o material se incluye [7]:
Cualquier tipo de distribucio´n de microvac´ıos1
Fisuras
Cavidades
1Los microvac´ıos son defectos del material resultado de la presencia de porosidad o de la falta de fuerza
cohesiva a nivel ato´mico por la presencia de una inclusio´n u otra fase del mismo material [23]
20 Meca´nica del dan˜o
Figura 3.1: Nucleacio´n de microvac´ıos por la presencia de part´ıculas (decohesio´n y rotura)
[2]
Otra caracter´ıstica del dan˜o material, aparte de su presencia en cualquiera de las formas
descritas en el pa´rrafo anterior, es su evolucio´n. La evolucio´n del dan˜o material se puede
dividir en las siguientes etapas [7]:
1. Nucleacio´n, crecimiento y coalescencia de microvac´ıos
2. Iniciacio´n de una fisura macrosco´pica
3. Progresiva degradacio´n del material y la consecuente pe´rdida de resistencia y/o rigi-
dez.
La meca´nica del dan˜o se puede estudiar a diferentes escalas. La eleccio´n de una u otra
escala sera´ funcio´n del objetivo que se quiera alcanzar y del problema que se plantee [7].
Escala molecular. Estudia el comportamiento de las dislocaciones y de las fuerzas
interato´micas.
Microescala. Tiene intere´s estructural, pero su aplicacio´n es para materiales hete-
roge´neos o para considerar que el campo de tensiones y deformaciones no es ho-
moge´neo en torno al dan˜o.
Mesoescala. Tiene intere´s estructural y aplica para componentes en los que se inicia
la formacio´n de fisuras.
Macroescala. Tiene intere´s estructural y su aplicacio´n se encuentra en componentes
fisurados.
La dina´mica molecular estudia la escala molecular, en cambio la microescala y la me-
soescala se pueden estudiar con la meca´nica del dan˜o y final
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con la meca´nica de la fractura. La figura 3.2 muestra de forma esquema´tica las distintas
escalas y algunos de los feno´menos que se estudian en cada escala [23].
0.001 0.01 0.1 1.0 10.0
Dislocaciones
Cavidades
Bandas de corta-
dura Inicio de microfi-
suras
Propagacio´n de
microfisuras
Inicio de macro-
fisuras
Propagacio´n de
macrofisuras
Meca´nica del dan˜o continuo Meca´nida de la fractura
Figura 3.2: Escalas para el estudio del dan˜o material
En la mesoescala se parte de la hipo´tesis de que el material dan˜ado es un material quasi
continuo. En la realidad se tiene un so´lido con presencia de dan˜o, lo que se estudia es un
so´lido homoge´neo carente de dan˜o al que se le an˜ade como variable de estado un para´metro
que mide co´mo de dan˜ado esta´. Para calcular las tensiones y deformaciones que aparecera´n
en el so´lido real ante un estado de cargas se calculan las tensiones y deformaciones que
aparecer´ıan en el so´lido homoge´neo ante el mismo estado de cargas y luego, se modifican con
la variable de dan˜o. El elemento clave de esta idealizacio´n es el principio de equivalencia.
Mediante el principio de equivalencia se relacionan las tensiones y deformaciones reales con
las calculadas en el so´lido homoge´neo y carente de dan˜o. En el principio de equivalencia
se igualan los valores de una magnitud para encontrar las relaciones necesarias entre las
tensiones y deformaciones del so´lido real y el idealizado [7].
A lo largo de la historia distintos autores han utilizado diferentes principios de equi-
valencia. La tabla 3.1 muestra un resumen de los distintos principios de equivalencia a
lo largo de la historia. En esta tabla se muestra la magnitud utilizada en el principio de
equivalencia y los autores que utilizaron esta magnitud.
La o las variables de dan˜o son las responsables de homogeneizar la verdadera distri-
bucio´n del dan˜o en el material. No´tese que una variable de dan˜o puede ser un escalar, un
vector o un tensor (2o o 4o orden) [7].
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Tabla 3.1: Principios de equivalencia y autores
Magnitud Cient´ıficos
Deformacio´n Lemaˆıtre (1971), Lemaˆıtre y Chaboche (1978)
Tensio´n Simo y Ju (1987)
Energ´ıa ela´stica Cordebois y Sidoroff (1979), Sidoroff (1981)
Energ´ıa total Chow y Lu (1992)
Energ´ıa pla´stica Gurson (1975)
3.2. Elemento volume´trico representativo
Para estudiar el comportamiento del material se analiza lo que ocurre en una porcio´n
del mismo. Esta porcio´n es el elemento volume´trico representativo y representara´ un punto
en el so´lido equivalente pseudodan˜ado. Hay dos requisitos para el elemento volume´trico
representativo [7]:
Que sea lo suficientemente grande para incluir microvac´ıos y fisuras microsco´picas.
Que sea lo suficientemente pequen˜o para que el campo de tensiones y deformaciones
se pueda considerar homoge´neo.
Una de las principales suposiciones en la meca´nica del dan˜o es que la distribucio´n
espacial de las posiciones de los defectos tiene una influencia de 2o orden, por lo que
la configuracio´n real de microvac´ıos puede ser despreciada. De no poder ser despreciada,
habr´ıa que enfocar el problema mediante la teor´ıa local de medios continuos .
3.3. Fraccio´n de microvac´ıos en metales du´ctiles
De forma ma´s espec´ıfica que al comienzo del cap´ıtulo, la fractura en metales du´ctiles
sigue los siguientes pasos:
a) Crecimiento de microvac´ıos existentes (si hay)
b) Nucleacio´n y crecimiento de nuevos microvac´ıos
Fraccio´n de microvac´ıos en metales du´ctiles 23
c) Coalescencia de microvac´ıos
La fraccio´n de microvac´ıos se define segu´n la ecuacio´n 3.1
f =
δV − δVs
δV
(3.1)
Donde δV el el volumen total del elemento volume´trico representativo y δVs es el
volumen ocupado por material no dan˜ado. En cuanto a la fraccio´n de microvac´ıos inicial,
nunca se va a tener un material con f0 = 0. Considerar un material sin dan˜o es una
idealizacio´n. Valores de fraccio´n de microvac´ıos t´ıpicos en metales son f0 = 10
−3, f0 = 10−4.
Algunas caracter´ısticas de la fraccio´n de microvac´ıos en metales son [7]:
La nucleacio´n de nuevos microvac´ıos sigue una distribucio´n espacial uniforme.
El crecimiento de los microvac´ıos produce que estos se elonguen a lo largo del eje de
tensio´n principal.
La coalescencia tiene lugar entre microvac´ıos vecinos que se unen, normalmente por la
formacio´n de bandas de cortadura cuando la fraccio´n de microvac´ıos alcanza valores
en torno a 0.1 o´ 0.2.
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Cap´ıtulo 4
Modelo de Gurson
Una vez expuestas ciertas nociones de plastificacio´n en el cap´ıtulo 2 y de meca´nica del
dan˜o en el cap´ıtulo 3, se puede empezar a hablar del modelo de Gurson. El modelo de
Gurson es un modelo constitutivo que contempla la aparicio´n y evolucio´n de dan˜o en el
material. El modelo de Gurson es de aplicacio´n en materiales du´ctiles, donde el fallo se
produce por formacio´n, crecimiento y coalescencia de microvac´ıos. Adema´s, es un modelo
que define un criterio de plastificacio´n dependiente de la tensio´n equivalente de Von Mises,
la tensio´n hidrosta´tica y el dan˜o material. En el caso extremo de que el dan˜o sea nulo, se
obtiene un criterio de plastificacio´n J2 (ver apartado 2.3.2 para ma´s detalles). El modelo
fue desarrollado originalmente por Gurson [8] y mejorado primero por Tveergard y ma´s
adelante por Tveergard y Needleman, dando lugar al conocido modelo GTN. Thomason
completo´ el modelo an˜adiendo un criterio de inicio de coalescencia, que da lugar al conocido
como modelo de Gurson completo [9].
4.1. Ecuaciones constitutivas
La parte ela´stica queda definida por la ecuacio´n 4.1.
σ
O = C : de = C :
(
d− dθ − dp
)
(4.1)
En la que σO es una derivada objetiva del tensor de tensiones de Cauchy, d es el tensor
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velocidad de deformacio´n y C es el tensor de tensio´n-deformacio´n de Hooke (ecuacio´n 4.2)
definido a partir de las constantes ela´sticas G (ecuacio´n 4.3) y K (ecuacio´n 4.4) y del tensor
unitario desviador de cuarto orden (ecuacio´n 4.5).
C = 2GIdev +K1⊗ 1 (4.2)
G =
E
2 (1 + υ)
(4.3)
K =
E
3 (1− 2υ) (4.4)(
I
dev
)
ijkl
=
1
2
(δikδjl + δilδjk)−
1
3
δijδkl (4.5)
La funcio´n de plastificacio´n se muestra en la ecuacio´n 4.6. Gracias al criterio de plastifica-
cio´n se establece el l´ımite del dominio ela´stico.
Φ (q, p, σ, f∗) =
q2
σ2
+ 2q1f
∗ cosh
(
3q2p
2σ
)
− 1− (q1f∗)2 = 0 (4.6)
En la ecuacio´n 4.6 , σ es el l´ımite ela´stico, q la tensio´n equivalente de Von Mises, p
la presio´n hidrosta´tica, q1 y q2 constantes y f
∗ la fraccio´n de microvac´ıos modificada. La
primera modificacio´n del modelo original, hecha por Tveergard, fue an˜adir los para´metros
de ajuste q1 y q2. La segunda modificiacio´n, esta vez realizada por Tveergard junto con
Needleman, fue sustituir la fraccio´n de microvac´ıos (f) por la fraccio´n de microvac´ıos
modificada (f∗). La variable de dan˜o sin modificar representa la fraccio´n de microvac´ıos
presente en el material dan˜ado y es la entrada para la funcio´n que da como resultado la
variable de dan˜o modificada, f∗ (ecuacio´n 4.7) [9].
f∗ =


f si f < fc
fc +
fu−fc
fF−fc (f − fc) si fc ≤ f ≤ fF
fu si f > fF
(4.7)
Adema´s de la variable de dan˜o, tambie´n son entradas de la variable de dan˜o modificada:
fc : fraccio´n de microvac´ıos con la que aparece coalescencia.
fF : la fraccio´n de microvac´ıos cuando se produce el fallo final del material.
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fu : valor que toma la fraccio´n de microvac´ıos en el momento del fallo. Este valor
suele ser 1/q1.
Como se comenta en pa´rrafos anteriores, el modelo de Gurson fue completado por el criterio
de Thomason para determinar la coalescencia de microvac´ıos. Se modifica as´ı el inicialmente
valor constante de fc por un valor dependiente del estado tensional y de las deformaciones
principales. La idea que yace bajo el criterio de Thomason es que la coalescencia de mi-
crovac´ıos coincide con la carga u´ltima del material presente entre los microvac´ıos. De tal
forma que se define el valor de fc como la fraccio´n de microvac´ıos presente en el material
cuando el cociente entre la tensio´n principal mayor y la tensio´n equivalente alcanza un
valor determinado (Ecuacio´n 4.8).
σ1
σ
=
(
γ
(
1
r
− 1
)2
+
β√
r
)(
1− pir2
)
(4.8)
Donde r es la proporcio´n de microvac´ıos definida por la ecuacio´n 4.9
r =
3
√
3f
4pie
1+2+3
√
e1+2
2
(4.9)
En la ecuacio´n 4.8 aparecen los coeficientes γ y β que, segu´n diferentes autores ad-
quieren una forma u otra. Thomason les dio valores constantes, γ = 0,1 y β = 1,2 ,
considera´ndolo aplicable a materiales sin endurecimiento por deformacio´n. Pardoen y Hut-
chinson propusieron una dependencia de γ con el coeficiente n de la ley de endurecimiento
de Ramberg-Osgood 1 (Ecuacio´n 4.10).
γ = 0,1 + 0,217n + 4,83n2, β = 1,24 (4.10)
Si adema´s, se cumple lo expuesto segu´n el modelo de Gurson completo, que los mi-
crovac´ıos tienen forma esfe´rica, Zhang et al. encontraron que es ma´s preciso considerar la
ecuacio´n 4.11 [9].
γ = 0,12 + 1,68n, β = 1,2 (4.11)
El siguiente aspecto a comentar es co´mo crece la fraccio´n de microvac´ıos. Hay dos me-
canismos que hacen que aumente el valor de esta variable y por tanto la proporcio´n de
1La ley de endurecimiento de Ramberg-Osgood es  = σ
E
+K
(
σ
E
)n
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microvac´ıos presente en el material. Por un lado el valor de f aumenta por crecimiento de
microvac´ıos existentes y por otro, debido a la nucleacio´n de microvac´ıos antes no existentes
y, por supuesto, su crecimiento. La ecuacio´n 4.12 refleja este doble feno´meno.
f˙ = f˙crecimiento + f˙nucleacion (4.12)
Despreciando las deformaciones ela´sticas, el crecimiento de microvac´ıos equivale a la
expansio´n de las cavidades de los mismos:
f˙crecimiento = (1− f)dp : 1 (4.13)
La nucleacio´n de microvac´ıos esta´ controlada tanto por mecanismos de tensio´n como
de deformacio´n pla´stica como tensionales:
f˙nucleacion = A˙p +B
(
σ˙ − p˙
)
(4.14)
De forma que un material cuyo mecanismo de nucleacio´n este´ controlado por deforma-
cio´n pla´stica tomar´ıa un valor de A mayor que cero y un valor de B igual a cero. Chu y
Needleman propusieron el valor para A que se muestra en la ecuacio´n 4.15 (B = 0)[2].
A =
fN
sN
√
2pi
exp
[
−1
2
(
− N
sN
)2]
(4.15)
4.2. Algoritmo de resolucio´n
Para la mayor´ıa de problemas termo-visco-pla´sticos no existe una solucio´n anal´ıtica
exacta, por lo que se buscan soluciones nume´ricas mediante el me´todo de los elementos
finitos. El periodo temporal que quiere ser analizado se divide en incrementos, cada uno de
ellos caracterizado por un incremento temporal. El me´todo de resolucio´n se puede resumir
en: conocida la solucio´n en un instante de tiempo tn (desplazamientos, tensiones y deforma-
ciones) y dada la carga aplicada en el siguiente instante de tiempo tn+1, ha de encontrarse
la solucio´n para el instante de tiempo tn+1 [11]. Quien gobierna el ana´lisis es el incremento
de deformacio´n, dado en cada punto de integracio´n para cada divisio´n temporal [9].
El algoritmo de retorno radial es ampliamente utilizado en problemas que incluyen
deformaciones pla´sticas. Antes de entrar en una descripcio´n formal del me´todo, se introduce
conceptualmente:
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Primero se calculan las tensiones al final del incremento como si no hubiera deforma-
ciones pla´sticas, es decir, suponiendo que el 100% del incremento de deformacio´n es
ela´stico.
Se determina si el material cumple un criterio de plastificacio´n previamente seleccio-
nado. En caso de ser un incremento ela´stico, el ca´lculo ha terminado. Si al final del
incremento el material cumple el criterio de plastificacio´n, hay que calcular que´ parte
del incremento de deformacio´n es deformacio´n pla´stica y cual ela´stica. A partir de la
deformacio´n separada en deformacio´n pla´stica y ela´stica se puede calcular un incre-
mento de tensio´n de retorno, que sera´ el responsable de pasar del final del incremento
ela´stico al final del incremento real.
Mediante la regla de normalidad y la condicio´n de consistencia se determina la de-
formacio´n y tensio´n reales al final del incremento. Por las dos hipo´tesis mencionadas,
el final del incremento tendra´ lugar en un punto situado en la superficie de plasti-
ficacio´n (condicio´n de consistencia) y adema´s, el incremento de tensio´n de retorno,
tendra´ direccio´n perpendicular a la superficie de plastificacio´n en el espacio de ten-
siones principales (regla de normalidad).
El nombre de radial se corresponde con que al usar un criterio de plastifiacio´n de Von
Mises, la superficie de plastificacio´n vista perpendicularmente a un plano desviador es una
circunferencia, y el incremento de tensio´n de retorno toma direccio´n radial.
4.2.1. Planteamiento del problema
A continuacio´n se detalla como se ha resuelto el problema mediante el algoritmo del
retorno radial. Antes hay que aclarar que se han eliminado ciertos aspectos del modelo con
la intencio´n de simplificar su implementacio´n. Los aspectos que no se han reflejado en la
implementacio´n del modelo son:
La modificacio´n de la fraccio´n de microvac´ıos. Se considera f∗ = f .
La coalescencia de microvac´ıos.
La nucleacio´n de microvac´ıos.
La parte ela´stica esta´ gobernada por la ley de Hooke generalizada, que viene dada por
la ecuacio´n 4.16
σt+∆t = C : 
e
t+∆t − 3Kα∆θ1 (4.16)
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Por otro lado, la deformacio´n ela´stica al final del incremento se puede escribir segu´n la
ecuacio´n 4.17
et+∆t = 
e
t +∆
e
t+∆t = 
e
t +∆t+∆t −∆pt+∆t (4.17)
Si en la ecuacio´n 4.16 se descompone la deformacio´n ela´stica al final del incremento,
queda la ecuacio´n 4.18
σt+∆t = C : (
e
t +∆t+∆t)− C :
(
∆pt+∆t
)
− 3Kα∆θ1 (4.18)
La ecuacio´n 4.18 se puede reescribir en la ecuacio´n 4.19.
σt+∆t = σ
trial +∆σreturn +∆σθ (4.19)
Los te´rminos introducidos en la ecuacio´n 4.19 se detallan en las ecuaciones 4.20, 4.21 y
4.22.
σtrial = C : (et +∆t+∆t) (4.20)
∆σreturn = −C : ∆pt+∆t (4.21)
∆σθ = −3Kα∆θ1 (4.22)
El paso siguiente es encontrar el valor de ∆pt+∆t. Para ello se utiliza la ley de normalidad
(ecuacio´n 4.23) que establece que el incremento de deformacio´n pla´stico es normal a la
superficie de plastificacio´n.
˙p = λ˙
∂Φ
∂σ
(4.23)
La ley de la normalidad escrita de forma incremental da lugar a la ecuacio´n 4.24
∆p = ∆λ
∂Φ
∂σ
(4.24)
La derivada parcial de la funcio´n de plastificacio´n respecto del tensor de tensiones es
el gradiente de Φ y se puede descomponer en funcio´n de la tensio´n hidrosta´tica p y de la
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tensio´n equivalente q como se muestra en la ecuacio´n 4.25
∂Φ
∂σ
= −1
3
∂Φ
∂p
1+
∂Φ
∂q
nt+∆t (4.25)
De la ecuacio´n 4.25, tanto ∂Φ
∂q
como ∂Φ
∂p
son conocidas, el te´rmino que falta por definir es
n. Para obtenerlo se muestran las variables ∆p y ∆q, introducidas por Aravas (ecuacio´n
4.26) [12].
∆p = −∆λ
(
∂Φ
∂p
)
,∆q = ∆λ
(
∂Φ
∂q
)
(4.26)
Ahora se puede reescribir la ecuacio´n 4.21 en la ecuacio´n 4.27
∆σreturn = −K∆p1− 2G∆qnt+∆t (4.27)
Adema´s, gracias a las variables introducidas por Aravas, la ecuacio´n 4.19 se puede
dividir en su parte hidrosta´tica y desviadora como muestran las ecuaciones 4.28 y 4.29.
pt+∆t = p
trial +K∆p + 3Kα∆θ (4.28)
qt+∆t = q
trial − 3G∆q (4.29)
De la ecuacio´n 4.27 se puede obtener la tensio´n desviadora como se muestra en la
ecuacio´n 4.30.
st+∆t = s
trial − 2G∆qnt+∆t = strial − 3G∆q
st+∆t
qt+∆t
(4.30)
Si se despeja la tensio´n desviadora para t+∆t, introduciendo el valor de qtrial de la ecuacio´n
4.29, queda la ecuacio´n 4.31
st+∆t =
qt+∆t
qtrial
strial (4.31)
Finalmente, por la definicio´n de n, se obtiene la ecuacio´n 4.32
nt+∆t = n
trial (4.32)
Las variables de estado quedan definidas (se considera la densidad de la matriz, ρ0,
constante):
ρ˙+ ρd : 1 = 0 (4.33)
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ρCpθ˙ = ησ : d
p (4.34)
f˙ = (1− f)dp : 1 (4.35)
σ : dp = (1− f)σ˙p (4.36)
Las variables de estado se actualizan:
∆ρ = −ρ∆ : 1 (4.37)
∆θ = η
(q∆q − p∆p)
ρCp
(4.38)
∆f = (1− f)∆p (4.39)
∆p =
q∆q − p∆p
(1− f)σy
(4.40)
˙p =
∆p
∆t
(4.41)
Por tanto el problema se convierte en encontrar los valores de ∆p, ∆q y ∆θ para
finalmente obtener la tensio´n en el instante t+∆t como se muestra en la ecuacio´n 4.42.
σt+∆t =
2
3
qt+∆tn
trial − pt+∆t1 (4.42)
4.3. Efecto de la triaxialidad
En este apartado se muestra la influencia de la triaxialidad en la evolucio´n de la fraccio´n
de microvac´ıos. Como ya se ha dicho previamente, la caracter´ıstica ma´s importante del
modelo de Gurson respecto a la teor´ıa de la plasticidad cla´sica es que admite la influencia
de la tensio´n hidrosta´tica y la incorporacio´n de la variable dan˜o en el comportamiento del
material.
La triaxialidad es un para´metro cuyo valor es la relacio´n entre la tensio´n hidrosta´tica
y la tensio´n equivalente de Von Mises (ecuacio´n 4.43) [1].
TRI =
−p
q
(4.43)
En el modelo de Gurson estudiado en este proyecto, en el que so´lo se considera el
aumento de la fraccio´n de microvac´ıos por el crecimiento de los ya existentes, el incremento
de la fraccio´n de microvac´ıos ∆f = (1− f)∆p depende de:
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El valor de la propia fraccio´n de microvac´ıos en ese momento.
El valor de la variable introducida por Aravas, ∆p [12].
Segu´n la ecuacio´n 4.26, ∆p es proporcional a la derivada parcial de la funcio´n de
plastificacio´n respecto de la presio´n. La ecuacio´n 4.44 muestra el desarrollo de esta derivada.
∂Φ
∂p
= −3q1q2f
∗
σ
senh
(
3q2p
2σ
)
(4.44)
La relacio´n de proporcionalidad es el multiplicador pla´stico (∆λ), que siempre es posi-
tivo en re´gimen pla´stico, por lo que se deduce que ante presiones positivas ∆p es negativo
y ante presiones negativas, positivo. Por tanto, fraccio´n de microvac´ıos puede tanto crecer
como decrecer. Una interpretacio´n de esto es que ante un estado de presio´n positiva, es
decir, tensio´n hidrosta´tica negativa, el material puede plastificar, y siendo la variacio´n de
volumen del material negativa, dar lugar a una disminucio´n en la fraccio´n de microvac´ıos
y por tanto, un aumento en la densidad.
Una triaxialidad nula da lugar que la fraccio´n de microvac´ıos permanezca constante.
Por otra parte, una triaxialidad positiva provoca un aumento de la fraccio´n de microvac´ıos
y una triaxialidad negativa, una reduccio´n.
4.4. Implementacio´n en ABAQUS
La implementacio´n del modelo de Gurson en el programa comercial ABAQUS [25] se ha
hecho mediante una subrutina escrita en FORTRAN. ABAQUS utiliza la subrutina para
obtener ciertos para´metros del comportamiento material, como por ejemplo las tensiones,
a partir de otros para´metros, como por ejemplo el incremento de deformacio´n o el valor de
las variables de estado al principio del incremento.
Para ser ma´s espec´ıficos, el co´digo utilizado ha sido ABAQUS/Explicit, que a diferencia
de ABAQUS/Standard, utiliza me´todos expl´ıcitos para la integracio´n de las ecuaciones del
movimiento. La subrutina se denomina VUMAT segu´n la terminolog´ıa de ABAQUS y su
principal diferencia con la subrutina UMAT (ABAQUS/Standard) es que, al no ser un
me´todo impl´ıcito, no se calcula el Jacobiano.
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La figura 4.1 muestra un diagrama de flujo con los pasos que sigue la subrutina. El
me´todo seguido es un me´todo expl´ıcito, ya que en el ca´lculo de ∆q se encuentra σ del
paso anterior. Adema´s, si se observa con detenimiento la parte principal del bucle iterativo
(ca´lculo de ∆p y ∆q) la ecuacio´n de la que se obtiene p
(i) no se corresponde con la
ecuacio´n 4.28. En el bucle se comete un error, valorado previamente, que es no incluir el
efecto del incremento de temperatura en el ca´lculo de la presio´n. Ahora lo que hay que
hacer es controlarlo, ya que, siempre y cuando el error sea conocido y lo suficientemente
pequen˜o, se puede despreciar su efecto. Ma´s adelante, en el cap´ıtulo en el que se muestran
los resultados, se ve como mediante una variable que evalu´a el error cometido, se validan
los ana´lisis.
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∆t+∆t
σtrial = σt + C : ∆t+∆t
σtrial = Enduredimiento
(
pt ,
˙
pt , θt
)
Φtrial =
qtrial
σtrial
2 + 2q1f
∗
t cosh
(
3q2ptrial
2σtrial
)
− 1− (q1f∗t)2
Φtrial > 0 Φtrial ≤ 0
pt+∆t = pt
˙pt+∆t = ˙pt
ρt+∆t = ρt
ft+∆t = ft
θt+∆t = θt
σt+∆t = σ
trial
∆p
(i)
MIN = ∆p
0
MIN
∆p
(i)
MAX = ∆p
0
MAX
∆p
(i) =
∆p
(i)
MIN
+∆p
(i)
MAX
2
d(i) = ∆p
(i)
MAX −∆pMIN
p(i) = ptrialt +K∆p
(i)
∆q
(i) =
∆p(i)· ∂Φ∂q
(i)
2·3·G∆p
(i)
σt
2 −
∂Φ
∂p
(i)
q(i) = qtrial − 3G∆q(i)
f (i) =
ft+∆p(i)
1+∆p(i)
θ = θt + η
−p(i)∆p(i)+q(i)∆q(i)
(1−f(i))ρtCp
p
(i)
= pt +
−p(i)∆p(i)+q(i)∆q(i)
(1−f(i))σt
˙p
(i)
= 
p(i)−pt
∆t
σ(i) = Enduredimiento
(
p
(i)
, ˙p
(i)
, θ(i)
)
Φ(i) = q
(i)
σ(i)
2
+ 2q1f
∗(i) cosh
(
3q2p(i)
2σ(i)
)
− 1−
(
q1f
∗(i)
)2
d(i) > tol?
∆p
(i+1)
MAX ,∆p
(i+1)
MIN = f
(
Φ(i),∆p
(i)
MAX ,∆p
(i)
MIN
)
pt+∆t = p
(i)
˙pt+∆t = ˙p
(i)
ρt+∆t = ρ
(i)
ft+∆t = f
(i)
θt+∆t = θ
(i)
σt+∆t = σtrial +∆σ
ret +∆σΘ
Figura 4.1: Diagrama de flujo de la subrutina VUMAT
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Cap´ıtulo 5
Caracterizacio´n de materiales a
alta velocidad
5.1. El test de Taylor
Taylor desarrollo´ un ensayo, el test de Taylor, para evaluar el comportamiento pla´stico
de los materiales bajo condiciones de impacto [13].
En el test de Taylor, una probeta cil´ındrica impacta contra una superficie r´ıgida. Tras
el impacto, se miden las longitudes de las zonas deformadas ela´stica y pla´sticamente me-
diante medidas de dureza. Taylor sugirio´ una relacio´n entre las longitudes mencionadas,
la velocidad de impacto y la densidad con el l´ımite ela´stico del material. La ecuacio´n 5.1
muestra la relacio´n sugerida por Taylor [3].
σ =
(L0 − Lpl) ρV 2
2 (L0 − L1)Ln (L0/Lpl)
(5.1)
Donde L0 es la longitud inicial de la probeta, L1 la longitud de la probeta tras el impacto,
Lpl la longitud de la zona deformada pla´sticamente, ρ la densidad del material y V la
velocidad de impacto.
Con esta relacio´n aparecen incertidumbres:
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La velocidad de impacto no es uniforme.
La velocidad de avance del frente de onda pla´stica no es constante.
La determinacio´n de las longitudes siempre sera´ imprecisa.
El test de Taylor permite obtener grandes deformaciones y muy altas velocidades de
deformacio´n (hasta ˙ = 105s−1), sin embargo, a las incertidumbres presentadas previamente
se une la dificultad de determinar con exactitud la velocidad de deformacio´n real presente
en el proceso de deformacio´n.
La figura 5.1 muestra una simulacio´n llevada a cabo en el departamento do´nde este
proyecto de fin de carrera ha sido desarrollado. En esta figura se muestran tres instantes
de la simulacio´n.
Figura 5.1: Simulacio´n del test de Taylor [20]
Para una mayor claridad, se muestra otra simulacio´n de este mismo departamento
(figura 5.2).
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Figura 5.2: Simulacio´n del test de Taylor [21]
5.2. El test de expansio´n de anillos
El ensayo de expansio´n del anillo tiene su origen en la limitacio´n del ensayo de traccio´n
dina´mica de caracterizar el comportamiento de materiales a grandes velocidades. Cuando en
un ensayo de traccio´n dina´mica se aumenta la velocidad aplicada en la probeta, la ductilidad
aumenta hasta que se alcanza la velocidad cr´ıtica de impacto. Con velocidades mayores que
la velocidad cr´ıtica de impacto tiene lugar una ca´ıda repentina de la ductilidad [14]. Von
Karman analizo´ el motivo de esta ca´ıda repentina de la ductilidad llegando a la siguiente
conclusio´n: a velocidades superiores a la velocidad cr´ıtica de impacto, la onda pla´stica
que se desplaza del extremo en movimiento al extremo fijo, no se propaga con la misma
velocidad que lo hace el extremo mo´vil, por lo que se concentra la deformacio´n y como
consecuencia la probeta rompe en la cercan´ıa al extremo mo´vil, sin apenas deformarse de
forma homoge´nea 1 [15]. La limitacio´n del ensayo de traccio´n dina´mica es resuelta mediante
una probeta cargada de tal forma que tanto su geometr´ıa como su estado de cargas cumplan
simetr´ıa axial [16]. El ensayo de expansio´n del anillo cumple con estos requisitos.
El test de expansio´n del anillo consiste en un anillo cargado mediante explosivos o
campos electromagne´ticos en el cual desaparecen las dificultades del ensayo de traccio´n
dina´mica originadas en la influencia de la propagacio´n de ondas. As´ı, en el ensayo de
expansio´n del anillo se consigue incrementar la carga u´ltima en un 80% respecto a la
carga obtenida en el caso esta´tico para el aluminio y en un 50% en cobre a velocidades de
expansio´n de 100ms−1, obtenidas mediante la aplicacio´n de explosivos [16].
Si se analizan los feno´menos que tienen lugar en el proceso de expansio´n del anillo hay
tres candidatos que pueden dar lugar a un incremento en la ductilidad [16]:
1Deformacio´n homoge´nea es la deformacio´n no localizada que tiene lugar en la probeta
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Cambios en el comportamiento del modelo constitutivo.
Generacio´n de calor.
Efectos inerciales.
La figura 5.3 muestra las dos configuraciones posibles para el ensayo de expansio´n de
anillos.
(a) Mediante uso de explosivos (b) Mediante fuerzas electromagne´ti-
cas
Figura 5.3: Esquema del ensayo de expansio´n de anillos [19]
De los citados anteriormente, los efectos inerciales son los que mayor peso tienen. Nu-
merosos estudios dan forma a este concepto. Cabe destacar el ana´lisis llevado a cabo por
Needleman en el que se concluye que la inercia del material puede retrasar la localizacio´n de
la deformacio´n disminuyendo la triaxialidad tensional en el centro del cuello de estriccio´n
[16].
Altynova, Hu y Daehn [17]tomaron medidas de microdureza en las zonas deformadas
homoge´neamente de un anillo. De forma opuesta a lo que esperaban estos investigadores,
los valores de microdureza obtenidos no difer´ıan mucho entre s´ı. Estos incrementos en
microdureza concuerdan con los incrementos en deformacio´n obtenidos por el incremento
en la velocidad de la carga y no parece haber relacio´n con el aumento de la velocidad
de expansio´n. No´tese que los valores obtenidos a distintas velocidades de expansio´n no
difer´ıan apenas de los obtenidos en un ensayo cuasiesta´tico llevado a cabo para este mismo
art´ıculo [17]. As´ı, estos autores sugieren que el aumento en ductilidad observado en el
test de expansio´n de anillos no debe estar provocado por un cambio en las caracter´ısticas
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del modelo constitutivo. En este estudio se propone la aceleracio´n circunferencial como
responsable del retardo en la localizacio´n de la deformacio´n.
5.2.1. Aspectos experimentales
La expansio´n del anillo se lleva a cabo experimentalmente mediante el uso de explosivos
o de induccio´n electromagne´tica en el caso de ensayos dina´micos y mediante contenedores
con aceite a presio´n para ensayos esta´ticos [18]. La induccio´n electromagne´tica presenta
ciertas ventajas respecto al uso de explosivos [14]:
El movimiento se transmite mediante cargas volume´tricas de forma continua.
La velocidad de la carga se regula mediante el control del pulso de corriente inductora.
La implementacio´n del experimento es ma´s viable en un entorno de laboratorio.
Au´n as´ı, a pesar de presentar las ventajas descritas anteriormente, aparecen inconvenientes
como calor inducido en la probeta debido a la oposicio´n de fuerzas entre corriente excitadora
y la inducida. En la fragmentacio´n del anillo tambie´n puede aparecer calentamiento, pero
de forma ma´s local, debido a la formacio´n de arcos ele´ctricos [14].
La expansio´n de anillos mediante accio´n electromagne´tica consiste ba´sicamente un con-
densador y un solenoide. La probeta (el anillo) se situ´a alrededor del solenoide para que
al descargar el condensador, que previamente hab´ıa sido cargado hasta alcanzar un deter-
minado voltaje, se produzca una corriente de muy alta intensidad en el solenoide. Esta
corriente da lugar a un campo electromagne´tico que a su vez da lugar a una corriente indu-
cida en el anillo. Por u´ltimo, debido a la ley de Lorentz, aparecen dos fuerzas opuestas y de
repulsio´n, una actuando en el solenoide y otra en el anillo, lo que da lugar a la expansio´n
del mismo [17]. Los voltajes a los que se cargan los condensadores son del orden de 10 kV
y las energ´ıas de 6.25 kJ [17].
5.2.2. Historia del test de expansio´n de anillos
En este apartado se muestra un resumen en forma de tabla (tabla 5.1) de las principales
aportaciones por y para el ensayo de expansio´n de anillos.
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Karman y Duwez [15] estudiaron el motivo por el cual se alcanzaba una velocidad cr´ıtica
de impacto en el ensayo de traccio´n simple. Niordson realizo´ el primer ensayo de expansio´n
de anillos. Las posteriores entradas en la tabla estudiaron mediante simulaciones y ensayos
las caracter´ısticas de este ensayo.
Tabla 5.1: Historia del test de expansio´n de anillos
Autor An˜o Contenido
Karman y Duwez 1950 Ana´lisis de la propagacio´n de ondas pla´sticas
Niordson 1965 Primer ensayo de expansio´n del anillo
Hu y Dahen 1996 Ana´lisis unidimensional en ensayo de traccio´n simple y ex-
pansio´n del anillo
Altinova, Hu, S. Daehn 1996 Comparacio´n de resultados experimentales de tres aleaciones
con un modelo unidimensional
Rajendran y Fyfe 1982 Modelo teo´rico unidimensional incluyendo la formacio´n de
microvac´ıos como mecanismo de localizacio´n de la deforma-
cio´n
Grady y Benson 1982 Experimentos con induccio´n electromagne´tica
Rusinek, Zaera 2005 Simulacio´n mediante elementos finitos teniendo en cuenta
endurecimiento del material
Cap´ıtulo 6
Simulaciones
Este cap´ıtulo se divide en tres apartados. En el primer apartado se describe el modelo de
elementos finitos desarrollado, en el segundo se explican los casos analizados y, finalmente,
en el tercero se exponen y comentan los resultados obtenidos.
Las simulaciones representan de forma simplificada uno de los ensayos para caracterizar
materiales a alta velocidad descrito en el cap´ıtulo 5, el ensayo de expansio´n de anillos.
Para llevar a cabo los ana´lisis se ha realizado un modelo de elementos finitos en el cual
una subrutina escrita en FORTRAN gobierna el comportamiento material del modelo. El
programa comercial de elementos finitos utilizado es ABAQUS/Explicit.
6.1. Descripcio´n del modelo de elementos finitos
En este apartado se detalla como se ha realizado el modelo de elementos finitos que
representa el ensayo de expansio´n de anillos.
6.1.1. Geometr´ıa y mallado
El componente estudiado en las simulaciones es un anillo de seccio´n cuadrada. Se estu-
dian dos anillos que difieren el uno del otro en su radio interno. La figura 6.1 muestra los
dos anillos estudiados y su seccio´n, que es comu´n.
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Ri = 16mm
(a) Anillo con Ri = 16mm
Ri = 50mm
(b) Anillo con Ri = 50mm
h = 1mm
t = 1mm
(c) Seccio´n comu´n a los dos
anillos
Figura 6.1: Geometr´ıa del modelo. Anillos y seccio´n
Un aspecto muy importante de un modelo de elementos finitos es el mallado. Un mal
mallado puede llevar a una mala aproximacio´n de los resultados. El mallado de los anillos
se ha realizado de forma sistema´tica, quedando totalmente definido a partir del nu´mero de
elementos por espesor. A continuacio´n se define el proceso seguido para el mallado:
1. Se divide el espesor del anillo en n trozos iguales y se obtiene la longitud caracter´ıstica
del lado de los elementos(lc).
2. A partir de la longitud caracter´ıstica obtenida se divide la altura en los trozos ne-
cesarios de forma que la longitud de cada trozo(lh) sea lo ma´s parecida posible a la
longitud caracter´ıstica del elemento obtenida en el paso anterior.
3. Por u´ltimo se divide la longitud de la circunferencia definida por el radio interior en
los trozos necesarios para obtener una longitud de cada trozo (larc) lo ma´s parecida
posible a la longitud caracter´ıstica obtenida en el primer paso.
Siguiendo este me´todo, la relacio´n de aspecto de los elementos (lc : lh : larc) es lo ma´s
pro´xima posible a 1:1:1, dando lugar a mejores aproximaciones en los resultados. La figura
6.2 muestra dos detalles del mallado obtendio.
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Figura 6.2: Detalle del mallado de los anillos
Siguiendo el mismo proceso con los dos anillos, se obtiene el mallado que se muestra en
la figura 6.3. Esta figura muestra una imagen de cada anillo y un corte de cualquiera de
ellos para ver en detalle la seccio´n.
(a) Anillo con Ri = 16mm (b) Anillo con Ri = 50mm (c) Seccio´n
Figura 6.3: Mallado de los anillos
La malla esta´ formada por elementos hexae´dricos C3D8R [25]. En el caso del anillo
con Ri = 16mm la malla se compone de 2709 elementos y en el de Ri = 50mm de 8478
elementos. Los elementos C3D8R son elementos tridimensionales de ocho nodos y con un
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so´lo punto de integracio´n. A estos elementos se les califica como elementos de integracio´n
reducida. La integracio´n tiene lugar en los denominados puntos de Barlow, que si se com-
paran con los de Gauss ofrecen una mayor precisio´n y un menor coste computacional. El
inconveniente es un feno´meno de origen nume´rico que da lugar a modos de deformacio´n
con energ´ıa asociada nula. Este feno´meno da lugar a una forma muy caracter´ıstica de la
cual toma el nombre, hourglass, que en castellano significa reloj de arena. En caso de obser-
varse este feno´meno, ABAQUS permite al usuario an˜adir una accio´n de reduccio´n de este
efecto. Para conseguir reducir el hourglass ABAQUS aumenta la rigidez de los elementos.
El para´metro de control para evaluar si la energ´ıa an˜adida al modelo es lo suficientemente
pequen˜a para que el modelo sea va´lido, es la energ´ıa artificial (ALLAE) [20]. La figura 6.4
muestra una malla que al deformarse sufre del efecto hourglass.
Figura 6.4: Ejemplo de malla con efecto de hourglass
6.1.2. Material
El material utilizado es un acero al carbono ampliamente utilizado en la industria
del automo´vil cuyas propiedades meca´nicas son conocidas. Tiene un taman˜o de grano
φ = 16µm, es iso´tropo y muestra tanto sensibilidad a la velocidad de deformacio´n como a
la temperatura [10].
El modelo de Gurson ha sido implementado con la ley de endurecimiento de Johnson-
Cook. La ley de endurecimiento de Johnson-Cook incluye los efectos de endurecimiento
por deformacio´n y velocidad de deformacio´n as´ı como de ablandamiento por incremento
de temperatura. El diagrama de flujo mostrado en la figura 4.1 muestra la funcio´n En-
durecimiento sin especificar Johson-Cook, ya que se podr´ıa haber elegido otra distinta. El
modelo de Gurson no tiene asociada una ley de endurecimiento concreta.
La tabla 6.1 muestra las propiedades meca´nicas del material as´ı como los para´metros
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necesarios para definir el modelo de Johnson Cook.
Tabla 6.1: Propiedades del material
Propiedad Unidades Valor
Mo´dulo de Young (E) GPa 202
Coeficiente de Poisson (µ) - 0,3
Constante del material (A) MPa 57,27
Constante del material (B) MPa 479,93
Coeficiente de endurecimiento por deformacio´n (n) - 0,316
Constante del material (C) - 0,0362
Velocidad de deformacio´n de referencia (˙0) s
−1 10−5
Exponente de reblandecimiento por temperatura (m) - 0,28
Temperatura de referencia (T0) K 300
Temperatura de fusio´n (Tm) K 1600
Calor espec´ıfico (Cp) Jkg
−1K−1 470
Constante de Quinney-Taylor (η) - 0,9
6.1.3. Condiciones de contorno
Para simular la expansio´n del anillo, se ha impuesto una velocidad radial que se puede
dividir en dos etapas:
Una velocidad radial en el instante inicial en todos los nodos del anillo.
Una velocidad radial constante durante toda la simulacio´n en los nodos de la cara
interna del anillo.
Estas dos etapas se representan en la figura 6.5.
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(a) En el instante inicial (b) Durante la simulacio´n
Figura 6.5: Condicio´n de contorno
6.1.4. Valores iniciales
En el modelo implementado hay cinco variables de estado (p, ˙p, ρ, f, T ). Es necesario
darles valor en el instante t = 0s. La tabla 6.2 muestra los valores asignados a cada una de
las variables de estado. No´tese que la fraccio´n de microvac´ıos (f), no tiene un valor fijo ya
que va a ser un para´metro variable.
Tabla 6.2: Valores iniciales
Variable Unidades Valor
Deformacio´n pla´stica equivalente (p) - 0
Velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente (˙p) s−1 0
Densidad (ρ) kgm−3 7800
Fraccio´n de microvac´ıos (f) - Para´metro variable
Temperatura (T ) K 300
6.2. Descripcio´n de los casos analizados
Se han analizado dos geometr´ıas distintas y para cada una de estas geometr´ıas, tres
velocidades de expansio´n, lo que da lugar a seis escenarios distintos. Cada uno de estos
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escenarios queda definido por una geometr´ıa y una velocidad de expansio´n. En cada uno
de estos escenarios se va a variar la fraccio´n de microvac´ıos inicial para ver la influencia de
este para´metro. La tabla 6.3 recoge esta informacio´n.
Tabla 6.3: Escenarios estudiados en las simulaciones
Escenario Ri(mm) Vr(ms
−1)
1 16 250
2 16 350
3 16 450
4 50 250
5 50 350
6 50 450
Las fracciones de microvac´ıos seleccionadas para analizar su influencia son:
f = 1 ·10−10: Representa un material sin dan˜o. El criterio de plastificacio´n con f ≈ 0
es un criterio J2 (ver apartados 2.3.2 y 4.1 para ma´s detalles).
f = 1 · 10−3: Es la fraccio´n de microvac´ıos inicial t´ıpica en aceros [7].
f = 1 · 10−1: Es un valor de fraccio´n de microvac´ıos extremo para ver la influencia de
este para´metro, no pretende reflejar un valor de dan˜o inicial presente en la realidad.
Por tanto se han realizado un total de 18 simulaciones cuyos resultados se presentan a
continuacio´n.
6.3. Resultados
Los resultados obtenidos en las simulaciones se dividen en dos apartados. El primero
muestra los resultados vinculados al ensayo y el segundo muestra el comportamiento ma-
terial obtenido. Previamente a estos dos apartados se incluye un ejemplo de co´mo se han
validado los ana´lisis.
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6.3.1. Validacio´n de los ana´lisis
En el apartado 4.4 se menciona que en la subrutina se comete un error a la hora de
calcular la presio´n (p). Este error ha de ser controlado. As´ı, para evaluar la magnitud del
error y validar los ana´lisis, se obtiene la variable de control e, que se muestra en la ecuacio´n
6.1.
e =
∣∣∣∣p∗ − pp∗
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 3Kα∆θptrial +K∆p
∣∣∣∣ (6.1)
Do´nde p∗ es la presio´n calculada en la subrutina y p es la presio´n segu´n la ecuacio´n
4.28.
La variable e permanece en valores muy bajos (por debajo de 0.01) en todos los ele-
mentos del anillo y durante todo el ana´lisis, a excepcio´n de elementos que se distorsionan
mucho, sobre todo al final de los ana´lisis. Durante la fase de deformacio´n homoge´nea 1
no hay ningu´n elemento con la variable e mayor de 0.01. En la figura 6.6 se muestran los
elementos que superan este valor en un instante de tiempo concreto (t = 1,26 · 10−4s)
para el caso con f0 = 0,001 del escenario 1. Se puede ver como estos elementos esta´n muy
distorsionados y, por tanto, no son representativos.
1Se conoce como fase de deformacio´n homoge´nea a la parte de la simulacio´n en la que la deformacio´n
no se localiza en los cuellos de estriccio´n.
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(a) Malla sin deformar (t = 1,26 · 104s) (b) Malla deformada (t = 1,26 · 104s)
(c) Elementos sin deformar (t = 1,26 · 104s) (d) Elementos deformados (t = 1,26 · 104s)
Figura 6.6: Elementos cuyo error en el ca´lculo de la presio´n (p) es mayor del 1%. Caso con
Ri = 16, V = 250ms
−1 y f0 = 0,001
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6.3.2. Resultados vinculados al ensayo de expansio´n de anillos
El ensayo de expansio´n de anillos es un ensayo del que, experimentalmente, es dif´ıcil
obtener resultados. El principal dato que se obtiene tras realizar un ensayo de expansio´n
de anillos es el nu´mero de trozos en que el anillo se fragmenta. La tabla 6.4 muestra el
nu´mero de fragmentos en cada una de las simulaciones.
Tabla 6.4: Nu´mero de trozos obtenidos en cada simulacio´n
Escenario f0 = 1 · 10−10 f0 = 1 · 10−3 f0 = 1 · 10−1
1 (R = 16mm, v = 250ms−1) 26 26 22
2 (R = 16mm, v = 350ms−1) 33 33 27
3 (R = 16mm, v = 450ms−1) 44 44 35
4 (R = 50mm, v = 250ms−1) 31 34 26
5 (R = 50mm, v = 350ms−1) 42 41 29
6 (R = 50mm, v = 450ms−1) 43 50 37
6.3.2.1. Fragmentacio´n de los anillos
En este apartado se muestran la fragmentacio´n de los anillos en cada una de las si-
mulaciones. Para considerar la fragmentacio´n de un anillo es necesario tener en cuenta un
criterio de fallo. En este proyecto se ha utilizado el mismo criterio que en trabajos pre-
vios sobre expansio´n de anillos [10]. El fallo de un punto material se alcanza cuando la
deformacio´n pla´stica equivalente alcanza un valor l´ımite, en este caso constante y de valor
1,2.
A continuacio´n se muestran ima´genes de la fragmentacio´n de los anillos para cada uno
de los escenarios definidos en el apartado 6.3. Las figuras 6.7 y 6.8 muestran los anillos (ya
fragmentados) con Ri = 16mm y Ri = 50mm respectivamente.
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(a) f0 = 1 · 10
−1, V = 250ms−1
(t = 9,40 · 105s)
(b) f0 = 1 · 10
−3, V = 250ms−1
(t = 9,00 · 105s)
(c) f0 = 1 · 10
−10, V = 250ms−1
(t = 9,20 · 105s)
(d) f0 = 1 · 10
−1, V = 350ms−1
(t = 8,00 · 105s)
(e) f0 = 1 · 10
−3, V = 350ms−1
(t = 8,80 · 105s)
(f) f0 = 1 · 10
−10, V = 350ms−1
(t = 8,00 · 105s)
(g) f0 = 1 · 10
−1, V = 450ms−1
(t = 7,80 · 105s)
(h) f0 = 1 · 10
−3, V = 450ms−1
(t = 7,20 · 105s)
(i) f0 = 1 · 10
−10, V = 450ms−1
(t = 7,20 · 105s)
Figura 6.7: Fragmentacio´n del anillo con Ri = 16mm
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(a) f0 = 1 · 10
−1, V = 250ms−1
(t = 1,72 · 104s)
(b) f0 = 1 · 10
−3, V = 250ms−1
(t = 1,60 · 104s)
(c) f0 = 1 · 10
−10, V = 250ms−1
(t = 1,56 · 104s)
(d) f0 = 1 · 10
−1, V = 350ms−1
(t = 1,28 · 104s)
(e) f0 = 1 · 10
−3, V = 350ms−1
(t = 1,36 · 104s)
(f) f0 = 1 · 10
−10, V = 350ms−1
(t = 1,36 · 104s)
(g) f0 = 1 · 10
−1, V = 450ms−1
(t = 1,26 · 104s)
(h) f0 = 1 · 10
−3, V = 450ms−1
(t = 1,26 · 104s)
(i) f0 = 1 · 10
−10, V = 450ms−1
(t = 1,20 · 104s)
Figura 6.8: Fragmentacio´n del anillo con Ri = 50mm
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Se puede ver como en todos los escenarios el patro´n de comportamiento en cuanto al
nu´mero de trozos es el mismo: el nu´mero de fragmentos entre el caso con f0 = 1 ·10−10 y el
caso con f0 = 1·10−3 es pra´cticamente el mismo, mientras que en el caso con f0 = 1·10−1 se
produce una notable reduccio´n en el nu´mero de fragmentos en que el anillo queda dividido.
Para una mejor comprensio´n de la evolucio´n del nu´mero de fragmentos con la fraccio´n de
microvac´ıos, se han realizado ma´s simulaciones en el anillo con Ri = 16mm y Vr = 250m/s.
Los resultados de este estudio permiten una visio´n ma´s amplia de la evolucio´n del nu´mero de
fragmentos con la fraccio´n de microvac´ıos inicial. La figura 6.9 muestra los datos obtenidos
a partir de la ampliacio´n de casos estudiados en el anillo de Ri = 16mm. No´tese que
las subfiguras (a) y (b) dentro de la figura 6.9 contienen la misma informacio´n, pero con
distinta escala en el eje de las abscisas.
20
30
40
50
N
0 0.025 0.05 0.075 0.1
f0
250ms−1
350ms−1
450ms−1
(a) Escala lineal en abscisas
20
30
40
50
N
10
−12
10
−9
10
−6
10
−3
f0
(b) Escala logar´ıtmica en abscisas
Figura 6.9: N frente a f0 para distintas velocidades de expansio´n (Anillo con Ri = 16mm)
La gra´fica mostrada en la figura 6.9 confirma la evolucio´n observada en la tabla 6.4 y en
las figuras 6.7 y 6.8. Adema´s, se puede extraer la siguiente informacio´n:
Hay un valor l´ımite de la fraccio´n de microvac´ıos inicial por debajo del cual, su
influencia en el nu´mero de fragmentos es despreciable.
Al aumentar la fraccio´n de microvac´ıos inicial, disminuye el nu´mero de fragmentos
en que el anillo queda dividido.
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6.3.2.2. Evolucio´n de las principales variables
En este apartado se muestra la evolucio´n de las principales variables en el caso con
Ri = 16mm, V = 250ms
−1 y f0 = 1 · 10−3. Si se muestra todo el anillo, se pierde detalle,
por lo que se ha elegido una regio´n significativa para mostrar los resultados. En esta regio´n
se observa tanto una zona de deformacio´n homoge´nea, como una zona en la que, a partir
de cierto instante, se forman cuellos de estriccio´n.
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La primera variable que se muestra es la tensio´n equivalente de Von Mises (q). Las
figuras 6.10 (a) y (b) representan claramente la fase de deformacio´n homoge´nea. En las
figuras 6.10 (c) y (d) se puede ver como se localiza la tensio´n en las zonas en las que,
posteriormente, se va a localizar la deformacio´n. En las figuras 6.10 (e) y (f) se puede
apreciar como se forman los cuellos de estriccio´n. Si se observan los valores l´ımite alcanzados
en la figura 6.10 (f), son ligeramente inferiores a los de la figura 6.10 (e). Las razones de
esta ligera reduccio´n son:
Que en la competicio´n entre el endurecimiento y el ablandamiento del material, co-
mienza a ganar el ablandamiento.
La descarga.
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(a) t = 0,00 · 100s
+4.333e+02
+4.335e+02
+4.338e+02
+4.340e+02
+4.342e+02
+4.345e+02
+4.347e+02
+4.350e+02
+4.352e+02
+4.354e+02
+4.357e+02
+4.359e+02
+4.362e+02
(b) t = 2,00 · 10−5s
+4.558e+02
+4.560e+02
+4.563e+02
+4.565e+02
+4.567e+02
+4.569e+02
+4.572e+02
+4.574e+02
+4.576e+02
+4.578e+02
+4.581e+02
+4.583e+02
+4.585e+02
(c) t = 4,00 · 10−5s
+4.461e+02
+4.482e+02
+4.504e+02
+4.526e+02
+4.548e+02
+4.570e+02
+4.592e+02
+4.614e+02
+4.636e+02
+4.658e+02
+4.680e+02
+4.702e+02
+4.723e+02
(d) t = 6,00 · 10−5s
+1.131e+02
+1.435e+02
+1.738e+02
+2.042e+02
+2.345e+02
+2.649e+02
+2.952e+02
+3.256e+02
+3.559e+02
+3.863e+02
+4.166e+02
+4.470e+02
+4.773e+02
(e) t = 8,00 · 10−5s
+1.193e+01
+5.010e+01
+8.827e+01
+1.264e+02
+1.646e+02
+2.028e+02
+2.409e+02
+2.791e+02
+3.173e+02
+3.555e+02
+3.936e+02
+4.318e+02
+4.700e+02
(f) t = 1,00 · 10−4s
Figura 6.10: Evolucio´n de la variable σ en el caso Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 0,001
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La segunda variable que se muestra es la deformacio´n pla´stica equivalente (p). La
localizacio´n de la deformacio´n tiene lugar algo ma´s tarde que la de la tensio´n equivalente
de Von Mises. Se puede ver como hasta la figura 6.11 (c) se puede considerar que la variable
tiene una distribucio´n homoge´nea. Si se observan las figuras 6.11 (e) y (f), se puede ver
como el valor mı´nimo de ambos contornos permanece constante. La razo´n de que el mı´nimo
no var´ıe es que, al localizarse la deformacio´n en los cuellos de estriccio´n, se produce una
descarga en las zonas que se encuentran entre dos cuellos de estriccio´n. La descarga es
suficiente para que los elementos de esta regio´n entren en re´gimen ela´stico, razo´n por la
cual la deformacio´n pla´stica equivalente se mantiene.
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+4.621e−01
+4.642e−01
+4.663e−01
+4.684e−01
+4.704e−01
+4.725e−01
(c) t = 4,00 · 10−5s
+5.754e−01
+5.857e−01
+5.960e−01
+6.063e−01
+6.166e−01
+6.269e−01
+6.372e−01
+6.475e−01
+6.578e−01
+6.681e−01
+6.784e−01
+6.887e−01
+6.990e−01
(d) t = 6,00 · 10−5s
+5.783e−01
+6.351e−01
+6.919e−01
+7.486e−01
+8.054e−01
+8.622e−01
+9.190e−01
+9.757e−01
+1.033e+00
+1.089e+00
+1.146e+00
+1.203e+00
+1.260e+00
(e) t = 8,00 · 10−5s
+5.783e−01
+6.927e−01
+8.071e−01
+9.215e−01
+1.036e+00
+1.150e+00
+1.265e+00
+1.379e+00
+1.493e+00
+1.608e+00
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+1.837e+00
+1.951e+00
(f) t = 1,00 · 10−4s
Figura 6.11: Evolucio´n de la variable p en el caso Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 0,001
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La siguiente variable de la que se muestra su evolucio´n es la velocidad de deformacio´n
pla´stica equivalente (˙p). Gracias a esta variable se aprecia perfectamente el concepto de
descarga explicado en la evolucio´n de la deformacio´n pla´stica equivalente. Obse´rvese como
en las figuras 6.12 (e) y (f) las zonas entre cuellos de estriccio´n tienen valores de ˙p nulos, lo
cual confirma que la descarga de estos elementos ha sido suficiente para entrar en re´gimen
ela´stico.
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+1.151e+04
+1.155e+04
+1.160e+04
(b) t = 2,00 · 10−5s
+8.804e+03
+8.888e+03
+8.971e+03
+9.055e+03
+9.139e+03
+9.222e+03
+9.306e+03
+9.390e+03
+9.474e+03
+9.557e+03
+9.641e+03
+9.725e+03
+9.808e+03
(c) t = 4,00 · 10−5s
+1.404e+03
+2.680e+03
+3.955e+03
+5.230e+03
+6.505e+03
+7.780e+03
+9.055e+03
+1.033e+04
+1.161e+04
+1.288e+04
+1.416e+04
+1.543e+04
+1.671e+04
(d) t = 6,00 · 10−5s
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+3.093e+03
+6.186e+03
+9.279e+03
+1.237e+04
+1.547e+04
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+3.402e+04
+3.712e+04
(e) t = 8,00 · 10−5s
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(f) t = 1,00 · 10−4s
Figura 6.12: Evolucio´n de la variable ˙p en el caso Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 0,001
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La figura 6.13 muestra la evolucio´n de la fraccio´n de microvac´ıos. En la figura 6.13 (a)
se muestra como la fraccio´n de microvac´ıos de 1 · 10−3. Cabe resaltar de la evolucio´n de la
fraccio´n de microvac´ıos, que en las figuras 6.13 (e) y (f) el mı´nimo permanece constante
debido a la entrada en re´gimen ela´stico ya comentada previamente.
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(f) t = 1,00 · 10−4s
Figura 6.13: Evolucio´n de la variable f en el caso Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 0,001
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Por u´ltimo, se muestra la evolucio´n de la temperatura. La figura 6.14 (a) muestra
la temperatura inicial, 300K. A partir de la figura 6.14, se puede ver como evoluciona
la temperatura, siendo el incremento de temperatura mayor en los cuellos de estriccio´n,
donde la deformacio´n se localiza y, como se puede ver en la figura 6.10, la tensio´n tambie´n.
Adema´s, se puede comprobar de nuevo la descarga ela´stica de los elementos situados entre
dos cuellos de estriccio´n, ya que al considerarse adiabaticiad y detenerse el trabajo pla´stico,
la temperatura permanece constante.
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(e) t = 8,00 · 10−5s
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(f) t = 1,00 · 10−4s
Figura 6.14: Evolucio´n de la variable T en el caso Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 0,001
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6.3.3. Resultados vinculados al material
En este apartado se muestra el comportamiento del material obtenido en los escenarios
descritos anteriormente. Para ello se ha seleccionado un elemento de cada simulacio´n y, de
e´ste, se ha extra´ıdo el valor de las variables que mejor caracterizan al material. Para cada
simulacio´n se ha representado la evolucio´n de la tensio´n, de la velocidad de deformacio´n
pla´stica equivalente, de la temperatura y de la fraccio´n de microvac´ıos frente a la defor-
macio´n pla´stica equivalente, teniendo en cuenta que las variables que tienen unidades han
sido adimensionalizadas.
La figura 6.15 muestra el elemento seleccionado en cada una de las simulaciones para
obtener los datos.
(a) Ri = 16mm (b) Ri = 50mm
Figura 6.15: Elemento seleccionado para la obtencio´n de datos
6.3.3.1. Adimensionalizacio´n de variables
La fraccio´n de microvac´ıos no tiene unidades, por lo que no se ha adimensionalizado.
La tensio´n equivalente de Von Mises se ha adimensionalizado con el l´ımte ela´stico inicial,
es decir, la constante A de las propiedades del material en el modelo de Johnson Cook (ver
tabla 6.1).
La temperatura se ha adimensionalizado mediante la temperatura inicial y la tempe-
ratura de fusio´n como se muestra en la ecuacio´n 6.2. No´tese que la temperatura adimen-
sionalizada es cero para θ = θ0 y la unidad para θ = θm. Adema´s, por la hipo´tesis de
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adiabaticidad, nunca podra´ ser menor que cero.
θ − θ0
θm − θ0
(6.2)
La velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente se ha adimensionalizado con la velo-
cidad de deformacio´n que deber´ıa tener cualquier punto del anillo bajo la suposicio´n de
que tanto el espesor como la altura son despreciables frente al radio.
˙hom(t) =
V
R(t)
=
V
R0 +
∫ t
0 V dt
≈ V
R0 +
∑n
i=0 (V ·∆ti)
=
V
R0 + V
∑n
i=0∆ti
(6.3)
En la ecuacio´n 6.3 el sub´ınice hom indica homogeneidad, ya que la ecuacio´n anterior es
una aproximacio´n va´lida u´nicamente cuando el anillo se deforma de forma homoge´nea.
64 Simulaciones
6.3.3.2. Escenario 1
En la figura 6.16 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 1 (Ri = 16mm,V =
250ms−1)
0
0.1
0.2
0.3
0.4
f
0 0.5 1 1.5 2 2.5
p
f0 = 1 · 10
−3
f0 = 1 · 10
−1
f0 = 1 · 10
−10
(a) f frente a p
0
2.5
5
7.5
10
qA
−
1
0 0.5 1 1.5 2 2.5
p
f0 = 1 · 10
−3
f0 = 1 · 10
−1
f0 = 1 · 10
−10
(b) qA−1 frente a p
0
0.1
0.2
0.3
(θ
−
θ 0
)
(θ
m
−
θ 0
)−
1
0 0.5 1 1.5 2 2.5
p
f0 = 1 · 10
−3
f0 = 1 · 10
−1
f0 = 1 · 10
−10
(c) (θ − θ0) (θm − θ0)
−1 frente a p
0
1
2
3
˙p
˙p
−
1
h
o
m
0 0.5 1 1.5 2 2.5
p
f0 = 1 · 10
−3
f0 = 1 · 10
−1
f0 = 1 · 10
−10
(d) ˙p ˙p
−1
hom frente a p
Figura 6.16: Comportamiento material obtenido en el escenario 1 (R = 16mm,V =
250ms−1)
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6.3.3.3. Escenario 2
En la figura 6.17 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 2 (Ri = 16mm,V =
350ms−1)
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Figura 6.17: Comportamiento material obtenido en el escenario 2 (R = 16mm,V =
350ms−1)
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6.3.3.4. Escenario 3
En la figura 6.18 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 3 (Ri = 16mm,V =
450ms−1)
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Figura 6.18: Comportamiento material obtenido en el escenario 3 (R = 16mm,V =
450ms−1)
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6.3.3.5. Escenario 4
En la figura 6.19 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 4 (Ri = 50mm,V =
250ms−1)
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Figura 6.19: Comportamiento material obtenido en el escenario 4 (R = 50mm,V =
250ms−1)
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6.3.3.6. Escenario 5
En la figura 6.20 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 5 (Ri = 50mm,V =
350ms−1)
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Figura 6.20: Comportamiento material obtenido en el escenario 5 (R = 50mm,V =
350ms−1)
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6.3.3.7. Escenario 6
En la figura 6.21 se presentan las gra´ficas obtenidas en el escenario 6 (Ri = 50mm,V =
450ms−1)
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Figura 6.21: Comportamiento material obtenido en el escenario 6 (R = 50mm,V =
450ms−1)
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6.3.3.8. Inestabilidad
En este apartado se estudia el comienzo de la inestabilidad en el anillo. Para ello se
toman dos elementos del anillo, uno que se deforme de forma homoge´nea y otro en el que
se localice la deformacio´n. Una vez seleccionados estos elementos se obtiene la deformacio´n
pla´stica equivalente y se representa la localizada (ploc) frente a la homoge´nea (phom).
Gracias a esta representacio´n se aprecia claramente el momento en el que se produce la
inestabilidad, ya que se aprecia un repentino cambio, casi asinto´tico, en la curva.
(a) Deformada del anillo completo (b) Detalle de la deformada
Figura 6.22: Elementos seleccionados para obtener ploc y phom
En la figura 6.22 se pueden ver los elementos seleccionados para la extraccio´n de la
deformacio´n homoge´nea y localizada. La figura 6.22 b) muestra un detalle del anillo defor-
mado para ver mejor como hay un elemento mucho ma´s deformado que el otro.
La figura 6.23 contiene las gra´ficas obtenidas para estudiar la formacio´n de inestabili-
dades. Gracias a la distribucio´n de las gra´ficas se puede ver claramente como el comienzo
de la inestabilidad se retrasa, hablando en te´rminos de deformacio´n pla´stica equivalente, a
medida que aumenta la velocidad de expansio´n.
Tambie´n se puede observar en la figura 6.23 como apenas hay diferencia entre los casos
con f0 = 1 · 10−3 y f0 = 1 · 10−10. En el caso con f0 = 1 · 10−1 siempre se produce antes la
inestabilidad.
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Figura 6.23: ploc frente a phom
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6.3.3.9. Estudio de la evolucio´n de la superficie de plastificacio´n
En este apartado se estudia la evolucio´n de la superficie de plastificacio´n en un deter-
minado elemento de una de las simulaciones. El caso elegido ha sido el anillo de 16mm
de radio interior, velocidad de expansio´n de 250ms−1 y fraccio´n de microvac´ıos inicial de
0,001.
En los metales, salvo excepciones, ante el incremento de la deformacio´n pla´stica, la
superficie de plastificacio´n se expande debido al endurecimiento por deformacio´n, lo que
conlleva a que la regio´n en la que el material se comporta de forma ela´stica aumente. Si,
adema´s, el metal bajo estudio presenta sensibilidad a la velocidad de deformacio´n, este
endurecimiento o expansio´n de la superficie de plastificacio´n es au´n mayor. Por otro lado,
si el material presenta sensibilidad a la temperatura, ante un aumento de la misma, el
material se ablandara´ o lo que es lo mismo, la superficie de plastificacio´n se contraera´.
Por u´ltimo, si el material se caracteriza mediante el modelo de Gurson, un aumento de la
fraccio´n de microvac´ıos dara´ lugar a la contraccio´n de la superficie de plastificacio´n. En
las simulaciones realizadas en este proyecto de fin de carrera se ha tenido en cuenta el
endurecimiento por deformacio´n y velocidad de deformacio´n, as´ı como el ablandamiento
por temperatura a trave´s de la ley de endurecimiento de Johnson Cook y el ablandamiento
por la presencia de microvac´ıos a trave´s del modelo de Gurson, por lo que la evolucio´n
de la superficie de plastificacio´n es el resultado de dos efectos que compiten para obtener
resultados opuestos:
Por un lado el endurecimiento por deformacio´n y por velocidad de deformacio´n pro-
voca una expansio´n de la superficie de plastificacio´n.
Por otro lado el aumento de la temperatura y de la fraccio´n de microvac´ıos da lugar
a una contraccio´n de la superficie de plastificacio´n.
El espacio de tensiones principales es una herramienta muy u´til que permite ver de
forma gra´fica la evolucio´n de un punto a lo largo de la simulacio´n. Cuando se trabaja
con plasticidad J2, toda la informacio´n necesaria sobre la superficie de plastificacio´n se
encuentra en la coordenada ρ de Haigh-Westergaard, o lo que es equivalente, en la tensio´n
equivalente de Von Mises (q). En cambio, al estudiar el modelo de Gurson, es necesario
incluir la tensio´n hidrosta´tica (coordenada ξ de Haigh-Westergaard) para caracterizar to-
talmente el estado tensional de un punto. Por tanto, las representaciones del espacio de
tensiones principales se presentan en el plano p-q (ver apartado 2.2 para ma´s detalles). En
el plano p-q las abscisas son valores de presio´n (p) y las ordenadas de tensio´n equivalente
(q). Mediante el plano p-q queda totalmente definido la evolucio´n del punto estudiado
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En las siguientes figuras se ha representado la evolucio´n de un punto del anillo y la
superficie de plastificacio´n en cada uno de los instantes observados en el plano p-q. Las
superficies de plastificacio´n se presentan como un mapa de contornos en el que la magnitud
que define su color es la fraccio´n de microvac´ıos en ese instante. Adema´s, para una mayor
claridad en la presentacio´n de los resultados, se ha dividido el tiempo de simulacio´n en
cuatro etapas. Los tiempos recogidos en cada una de las etapas se muestran en la tabla
6.5.
Tabla 6.5: Tiempo representado en cada etapa
Etapa Tiempo inicial (s) Tiempo final (s)
1 0 0,5 · 10−4
1 0,5 · 10−4 1,0 · 10−4
1 1,0 · 10−4 1,5 · 10−4
1 1,5 · 10−4 2,0 · 10−4
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La figura 6.24 muestra los datos comentados previamente. En esta primera figura se
pretende mostrar como se expande y se contrae la superficie de plastificacio´n.
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Figura 6.24: Evolucio´n de un punto material en el espacio p-q. Superficies de plastificacio´n
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La figura 6.25 es un detalle de la figura 6.24. Se ha centrado el gra´fico en la evolu-
cio´n del punto para apreciar como pasa de una superficie de plastificacio´n a otra, siempre
mantenie´ndose en ella, cumpliendo as´ı la condicio´n de consistencia.
6.5
7
7.5
8
qA
−
1
−40 −20 0 20 40
pA−1
1.000 · 10
−3
1.164 · 10
−3
1.334 · 10
−3
1.507 · 10
−3
1.684 · 10
−3
carga
(a) etapa 1
7.5
7.75
8
8.25
8.5
qA
−
1
−40 −20 0 20 40
pA−1
1.870 · 10
−3
2.086 · 10
−3
2.453 · 10
−3
3.250 · 10
−3
4.371 · 10
−3
carga
(b) etapa 2
7
7.5
8
8.5
qA
−
1
−30 −20 −10 0 10 20 30
pA−1
5.885 · 10
−3
8.019 · 10
−3
1.115 · 10
−2
1.564 · 10
−2
2.162 · 10
−2
carga
(c) etapa 3
6
6.5
7
7.5
qA
−
1
−15 −10 −5 0 5 10 15
pA−1
2.942 · 10
−2
3.951 · 10
−2
4.950 · 10
−2
5.852 · 10
−2
6.593 · 10
−2
carga
(d) etapa 4
Figura 6.25: Detalle de la figura 6.24
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6.3.3.10. Efecto de la triaxialidad
En este apartado se obtienen resultados que confirman la influencia de la triaxialidad
en la evolucio´n de la fraccio´n de microvac´ıos. Para ello se han escogido dos elementos de
dos simulaciones distintas. Las simulaciones son:
Caso con Ri = 16mm, V = 250ms
−1 y f0 = 1 · 10−3.
Caso con Ri = 50mm, V = 450ms
−1 y f0 = 1 · 10−1.
Los elementos seleccionados pertenecen a una misma seccio´n, y el criterio escogido es
que tengan la triaxialidad ma´s diferente posible. La figura 6.26 (a) muestra un mapa de
contornos de una regio´n del anillo para el caso con Ri = 50mm. Se puede ver como la
triaxialidad es mayor en el exterior del anillo que en el interior. La figura 6.26 (b) muestra
la seccio´n de la que se han extra´ıdo los elementos en el caso con Ri = 50mm. El mapa de
contornos y la seleccio´n de elementos en el caso con Ri = 16mm es similar. Los elementos
seleccionados son los extremos de la l´ınea media del anillo, el elemento 1 es el interior y el
elemento 2 el exterior.
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Figura 6.26: Contorno de triaxialidad (t = 6 · 10−6)
De estos elementos se ha obtenido la evolucio´n de la triaxialidad y de la fraccio´n de
microvac´ıos frente a la deformacio´n pla´stica equivalente. Estos datos se muestran en las
figuras 6.27 y 6.28.
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En la figura 6.27 se muestran los datos correspondientes al anillo con Ri = 16mm. Se
puede ver como la pequen˜a diferencia entre los valores de triaxialidad se corresponde con
una pequen˜a diferencia en la fraccio´n de microvac´ıos.
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Figura 6.27: Influencia de la triaxialidad (Ri = 16mm,V = 250ms
−1, f0 = 1 · 10−3)
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En el caso del anillo con Ri = 50mm mostrado en la figura 6.28 se puede ver como en
la parte derecha de las gra´ficas, un repentino aumento en la diferencia de los valores de
triaxialidad (hasta p ≈ 0,45 esta diferencia era muy sutil) da lugar a un notable aumento en
la diferencia en la fraccio´n de microvac´ıos (al igual que con la triaxialidad, hasta p ≈ 0,45,
la diferencia era muy sutil)
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Figura 6.28: Influencia de la triaxialidad (Ri = 50mm,V = 450ms
−1, f0 = 1 · 10−1)
En ambos casos se cumple que elemento con mayor triaxialidad es el que presenta un
mayor crecimiento de fraccio´n de microvac´ıos. Adema´s, en el caso con Ri = 50mm se puede
ver que un cambio repentino en la tendencia de la triaxialidad da lugar al esperado cambio
en la tendencia de la fraccio´n de microvac´ıos.
Cap´ıtulo 7
Conclusiones y trabajos futuros
Tras desarrollar la subrutina que caracteriza el modelo de Gurson y llevar a cabo una
serie de simulaciones nume´ricas en las que se ha comprobado la eficiencia de la misma, se
procede a concluir este proyecto de fin de carrera extrayendo los aspectos ma´s importantes
de los resultados y proponiendo nuevas v´ıas de estudio.
7.1. Conclusiones
A continuacio´n se comentan los principales resultados y conclusiones que se derivan de
este proyecto de fin de carrera.
Se ha implementado un algoritmo de resolucio´n de las ecuaciones constitutivas del
modelo de Gurson por me´todos semi-impl´ıcitos. El resultado es una subrutina que
obtiene solucio´n para problemas termoviscopla´sticos altamente eficiente, aspecto de
gran importancia ante la continua bu´squeda de optimizacio´n de procesos en la indus-
tria.
Se han analizado distintas configuraciones del ensayo de expansio´n de anillos, con-
cluyendo que el nu´mero de fragmentos en que queda dividido el anillo no presenta
dependencia con la fraccio´n de microvac´ıos inicial hasta un valor, apro´ximadamente
f0 = 1 · 10−3, a partir del cual el nu´mero de fragmentos disminuye a medida que
aumenta la fraccio´n de microvac´ıos inicial.
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De las simulaciones realizadas se han extra´ıdo datos de elementos aislados para obser-
var la dependencia de algunas propiedades meca´nicas con la fraccio´n de microvac´ıos
inicial. La resistencia del material se ve claramente afectada por la presencia de mi-
crovac´ıos en el material, dando lugar a una notable reduccio´n de la capacidad resistiva
del material al aumentar el valor inicial de la misma. De forma similar, el crecimiento
de la fraccio´n de microvac´ıos presenta una gran dependencia con la fraccio´n de mi-
crovac´ıos inicial. Por el contrario, la temperatura se ve muy levemente influenciada
por la fraccio´n de microvac´ıos inicial, aprecia´ndose pequen˜as diferencias so´lo en los
casos con valores muy elevados (f0 = 1 · 10−1).
Se ha estudiado la formacio´n de inestabilidades en el anillo. Se ha concluido que,
hablando en te´rminos de deformacio´n pla´stica equivalente, el aumento de la velocidad
de expansio´n retrasa la inestabilidad y que un aumento de la fraccio´n de microvac´ıos
inicial considerable, la adelanta. Entre los casos con f0 = 1 · 10−3 y f0 = 1 · 10−10
apenas hay diferencias en la formacio´n de inestabilidades.
De una de las simulaciones realizadas se ha extra´ıdo la evolucio´n de la superficie de
plastificacio´n representada en el espacio p − q para un elemento. En esta evolucio´n
se puede ver la dilatacio´n de la misma por los feno´menos de endurecimiento y la
contraccio´n por los feno´menos de ablandamiento y de presencia de dan˜o en forma de
microvac´ıos.
En dos de las simulaciones realizadas se ha analizado la influencia de la triaxialidad
en el crecimiento de la fraccio´n de microvac´ıos. Para ello, de cada simulacio´n, se
han escogido dos elementos con distinta triaxialidad. Los resultados, sutiles pero
consistentes, muestran que a mayor triaxialidad, mayor crecimiento de microvac´ıos.
7.2. Trabajos futuros
Algunas de las l´ıneas que se pueden abordar como continuacio´n de este proyecto de fin
de carrera son:
Modificacio´n de la subrutina para implementar el modelo de Gurson completo (mode-
lo GTN), en el cual se tiene en cuenta no so´lo el crecimiento de microvac´ıos existentes,
si no tambie´n la nucleacio´n y la coalescencia.
Implementacio´n de distintas leyes de endurecimiento en el modelo, analizando la
influencia de las mismas en las propiedades meca´nicas obtenidas.
Ape´ndice A
Conceptos ba´sicos
Dado un tensor de tensiones
σ =

 σxx σxy σxzσxy σyy σyz
σxz σyz σzz

 (A.1)
Se pueden obtener sus invariantes
I1 = σxx + σyy + σzz (A.2)
I2 = σxxσyy + σyyσzz + σxxσzz − σ2xy − σ2xz − σ2yz (A.3)
I3 = det (σij) (A.4)
A partir de sus invariantes, se pueden obtener sus tensiones principales, que son los
autovalores de σ. Para ello se resuelve la ecuacio´n
det (σ − β1) = 0 (A.5)
La solucio´n dara´ tres valores para β, cada uno de ellos es una tensio´n principal, de
forma que:
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σ1 > σ2 > σ3 (A.6)
Si se obtiene el tensor de tensiones en sus direcciones principales da lugar a la ecuacio´n
A.7
σ =

 σ1 0 00 σ2 0
0 0 σ3

 (A.7)
Se define la tensio´n hidrosta´tica como:
σm =
I1
3
(A.8)
Por convenio, se define la presio´n como
p = −σm (A.9)
El tensor desviador de tensiones como:
s = σ − σm1 (A.10)
Por definicio´n, el primer invariante del tensor desviador de tensiones es nulo. El segundo
invariante del tensor desviador de tensiones es:
J2 =
√
1
2
(
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2
)
+ 3
(
σ2xy + σ
2
yz + σ
2
xz
)
(A.11)
La tensio´n equivalente de Von Mises es igual al segundo invariante del tensor desviador
de tensiones:
q = J2 (A.12)
Referencias
[1] Z. L. Zhang. A complete Gurson Model. Nonlinear Fracture and Damage Mechanics,
WIT Press Southampton, UK, 2001: 223-248.
[2] Weck, A. The role of coalescence on ductile fracture. McMaster University, Ontario,
(Canada´), http://mse.mcmaster.ca/graduate/courses/702/index.html, 2005.
[3] Stefan Josef Hiermaier.Structures under crash and impact. Springer, 2007
[4] Hill, R.The Mathematical Theory of Plasticity. Oxford University Press, New York,
1950.
[5] Mises, R. v. Mechanik der festen Ko¨rper im plastich deformablen Zustand. Nachr.
Ko¨nigl. Ges. Wiss. Go¨ttingen, Math.-phys. Kl., 582-592, 1913.
[6] Tresca, H. Me´moires sur l’e´coulement des corps solides soumis a` des fortes pressions.
C. R. Acad. Sci. Paris, 59: 754-758.
[7] J. Skrzypek, A. Ganczarski. Modeling of Material Damage and Failure of Structures:
Theory and Applications. Springer, 1999
[8] Gurson, A. L. Plastic Flow and Fracture Behaviour of Ductile Materials Incorporating
Void Nucleation, Growth And Coalescence, PhD Dissertation. Brown University, 1975.
[9] G. Vadillo, R. Zaera, J. Ferna´ndez-Sa´ez. Consistent integration of the constitutive equa-
tions of Gurson materials under adiabatic conditions. Computer Methods in applied
mechanics and engineering, November 2007
[10] A. Rusinek, R. Zaera. Finite element Simulation of steel ring fragmentation under
radial expansion. International Journal of Impact Engineering, 2005
[11] Issam Doghri. Mechanics of Deformable Solids. Linear and Nonlinear, Analytical and
Computational Aspects. Springer, 2000.
84 REFERENCIAS
[12] N. Aravas. On the numerical integration of a class of pressure-dependent plasticity
models. International Journal For Numerical Methods In Engineering, vol. 24, 1395-
1416(1987).
[13] Taylor, G. I. Testing of Materials at High Rates of Loading. Journal of the Institute
of Civil Engineers 26: 486-518, 1946.
[14] D. E. Grady, D. A. Benson.Fragmentation of Metal Rings by Electromagnetic Loading.
1982
[15] T. von Karman, P. Duwez, Journal of applied Physics. 21, 987, 1950
[16] Xiaoyu Hu, Glenn S. Daehn,Effect of velocity on flow localization in tension. Acta
Mater 1996;44:1021 33.
[17] Marina Altynova, Xiaoyu Hu, Glenn S. Daehn. Increased Ductility in High Velocity
Electromagnetic Ring Expansion. Metallurgical and Material Transactions, Volume 27,
1996
[18] Rajendran, A. M. y Fyfe, I.M..Inertia Effects on the Ductile Failure of Thin Rings.
Journal of Applied Mechanics, 49, 31, 1982.
[19] Triantafyllidis N, Waldenmyer JR. Onset of necking in electro magnetically formed
rings. J Mech.Phys Solids 2004;52:2127 48.
[20] Rau´l Mun˜oz Sa´nchez.Integracio´n de las ecuaciones constitutivas de un modelo termo-
viscopla´stico por me´todos impl´ıcitos: implementacio´n en co´digo de elementos finitos.
Proyecto de fin de ma´ster, Universidad Carlos III de Madrid, 2008.
[21] Vadillo, G. Modelos de fractura du´ctil en condiciones esta´ticas y dina´micas. Tesis
Doctoral Departamento de meca´nica de medios continuos y teor´ıa de estructuras, Uni-
versidad Carlos III de Madrid, 2007
[22] Niordson, F.I..A Unit for Testing Materials at High Strain Rates. Experimental Me-
chanics, 5 (1), 29-32, Jan 1965
[23] Mustafa Resit Usal,Ergu¨n Korkmaz, Melek Usal.Constitutive Equations for an Elastic
Media with Micro-voids. Journal of Applied Sciences 6(4): 843-853, 2006
[24] Fionn Dunne, Nik Petrinic. Introduction to Computational Plasticity. Oxford, 2005.
[25] ABAQUS/Explicit v6.7.1, User’s Manual, ABAQUS Inc., Richmond USA
